
 29                                                         39الي  29، صفحه 1391، پاييز 1 ، شماره1پژوهشي مكانيك سيالات و آيروديناميك، جلد  –فصلنامه علمي 

  

سازي  شده براي شبيه اصلاحPOD  هكاست مدل ديناميكي رتبه

  ناپذير هاي ناپاياي تراكم جريان

  

  3محمد طيبي رهني  2قدم فريدون ثابت   1كاظم مؤيديمحمد
  مهندسي هوافضا  هدانشكد  مهندسي مكانيك و هوافضا  هدانشكد  گروه مهندسي مكانيك 

  دانشگاه صنعتي شريف  و تحقيقاتواحد علوم  اسلامي، دانشگاه آزاد  مــدانشگاه ق

  )03/05/90: تاريخ پذيرش ؛17/08/89: تاريخ دريافت(
  

   

  چكيده

معادلات حاكم . شده استناپذير استفاده  هاي جريان ناپاياي تراكم سازي ميدان جهت شبيه تجزيه متعامد بهينه هكاست از روش رتبه ،در اين مقاله

هـاي   از آنجا كه معمولاً مـدل . شوند كاسته مي ديناميكي رتبه هودهاي جريان منجر به ايجاد يك سامانبر جريان پس از تصويرسازي در راستاي م

ديناميكي حاكم  با اسـتفاده از   هبيني دقيقي از تغييرات زماني ميدان جريان ندارند، دقت سامان پيش ،گوناگوني هاي، به دليلمتداول هكاست رتبه

سازي با اسـتفاده    بهينه هلئروش مذكور تركيبي از روش تجزيه متعامد بهينه همراه با حل يك مس. ه استشد دادهيك ترم اصلاح خطي افزايش 

تي مناسب و با سرعتي بالا تغييـرات زمـاني ميـدان    ـتواند با دق كاسته خواهد شد كه مي حاصل آن يك مدل رتبه. از روش كمترين مربعات است

حاصـل  هـاي  يجهنت. شده استنويسندگان ارائه اين سازي محلي است كه توسط  يك تكنيك كمينه اين روش بر اساس. دكنبيني  جريان را پيش

گيـري را در محاسـبات نشـان    ت و سهولت چشمـهاي حاصل از حل عددي مستقيم مقايسه شده كه دق سازي حاضر با شبيه هكاست از مدل رتبه
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ABSTRACT 
 In this paper, reduced order proper orthogonal decomposition method has been used for simulation of unsteady 

incompressible flow fields. After projection of the governing equations along POD modes, a low-dimensional 

dynamical system is achieved. Normally, standard low-dimensional models, due to some reasons, do not predict time 

variations of flow field accurately. Accuracy of dynamical system has been improved by using a linear calibration 

term. The presented method is based on combination of POD and an optimization problem, which is solved using 

least square approach. The obtained reduced order model can predict time variations of flow field with relatively fast 

computational speed and good accuracy. This method is based on a local minimization technique proposed by these 

authors. The results have been compared with direct numerical simulation (DNS) data and shows good accuracy and 

simplicity of the computations. 
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  مقدمه -1

 ـ توســعه  دركاربردهــاي وسـيعي   1متعامــد بهينـه  هروش تجزي
هـا و   پردازش تصـاوير و بازسـازي داده   ،2كاسته  رتبههاي مدل

يك مجموعه از بردارهـاي   هاين روش با محاسب. ساختارها دارد
توانند ساختارهاي پرانرژي سيستم را تسخير كنند،  پايه كه مي

معـادلات حـاكم بـه فضـاي     در صورت انتقـال   .استشده  آغاز 
توان با كمك آن  برداري تشكيل شده از اين بردارهاي پايه، مي

تي را با تعـداد ابعـاد كمتـر و بـا دقـ ـ    ديناميك حاكم بر ميدان 
در يك تعريف كلي بايد گفت اين روش  .دكرمناسب بازسازي 

كند كه نسبت  بعدي متعامد ايجاد مي nيك دستگاه مختصات 
بعدي ديگري كه براي  nمختصات متعامد هاي  به همه دستگاه

تواننـد مـورد    توصيف دسته نمايه از يك ميـدان مفـروض مـي   
بـدين  . دهـد  گيرند، تقريب بهتـري را نتيجـه مـي     استفاده قرار

هاي ديناميكي بـا    كاسته از سامانه توان توصيفي رتبه ترتيب مي
. نهايت ارائه كرد كه با تعداد جملات معلوم بهينه باشـد بعد بي

البته، لازم به ذكر است كه اين بهينگي از ديد بازيافـت انـرژي   
صـورت مسـتقل   اين روش ابتدا و بـه  .استكاسته  در مدل رتبه

هاي  به عنوان روشي جهت تحليل داده 4و لوو 3كارهونن توسط
بـا مطـرح   ]. 1[بودند، مطـرح شـد   5آماري كه داراي نوعي الگو

به عنوان ابـزاري  اين روش  ،6سيرويش شدن روش نمايه توسط
هـاي    كاسته براي سـامانه  هاي رتبه كارآمد به منظور ايجاد مدل

هـاي   حـل هـايي از تجربـه و يـا     اي كـه داده  ديناميكي پيچيده
- PODاسـتفاده از روش  . نمايـان شـد   ،عددي مستقيم دارند

پايـا و ناپايـا     هـاي جريـان   در تحليل و بازسازي ميـدان  7نمايه
  ].2-6[گرفته استسياري انجام هاي ب تاكنون با موفقيت

هاي ناپايا  سازي جرياناستفاده از اين روش به منظور مدل     
ديناميكي اخيـراً مـورد توجـه بسـياري قـرار       هبا رويكرد سامان

داشـته  هـا وجـود   اين مـدل  همشكلاتي نيز در توسع اما  گرفته،
از جمله مسائلي كه بسياري از كارهـاي پژوهشـي بـا آن    . است

مطلوب يا بـه عبـارتي    هاييجهبوده، عدم دستيابي به نتمواجه 
زمـاني  دقيـق تغييـرات   بيني  ديناميكي در پيش هامانناتواني س

                                                
1- Proper Orthogonal Decomposition (POD) 
2- Low-dimensional 
3- Karhunen 

4- Loeve 
5- Pattern 
6- Sirovich 
7- Snapshot 

عدم دلايلي از جمله تواند ناشي از  اين موضوع مي. استجريان 
ها، دقت پايين حـل عـددي و يـا نـاتواني      انتخاب مناسب نمايه

تـر   پرانـرژي  ديناميكي در كاهش سطح انرژي مودهـاي  هسامان
ــد ــن . باش ــوصدر اي  ــ روش خص ــزايش دق ــت اف ــايي جه ت ه
تـوان بـه    كه از جملـه مـي    هاي ديناميكي پيشنهاد شده  سامانه

آنها با استفاده از حل . اشاره كرد] 9[و همكارانش  8روش فاوير
بـه   ،سازي و تركيـب آن بـا معـادلات حـاكم     بهينه ئلهيك مس

از حـل  بـا اسـتفاده   چنين هم .هاي مناسبي دست يافتندجواب
پاسخ زمـاني   9كمكي هلئسازي و يك مس بهينه هلزمان مسئهم

تـري   ديناميكي حاكم بر مسـائلي كـه فيزيـك پيچيـده     هسامان
از چنـد روش   10كاپلـت . دسـت آوردنـد  هب تر دارند را نيز دقيق

سـازي بـود،    بهينه هلئمختلف كه همگي بر اساس حل يك مس
دينـاميكي حـاكم بـراي     هنمنظور بهبود بخشيدن پاسخ سامابه

 11نـوآك ]. 10[ مسائل دو و سه بعدي مورد نظر اسـتفاده كـرد  
 هت ســامانكــه بــه منظــور افــزايش دقــ 12رم اصــلاحنيــز از تــ

عنوان جـايگزيني بـراي تـرم فشـار     رود، به كار ميهديناميكي ب
در ]. 11[ديناميكي استفاده كـرد  هسامان هشده در معادل حذف

سـازي ميـدان   ز اين روش براي مدلاين مقاله، هدف استفاده ا
شده  كار گرفتههروندي كه در اين پژوهش ب .استجريان ناپايا 

شده، تركيب روش  و فرم جديد آن توسط اين نويسندگان ارائه
است  سازي بهينه هلئتجزيه متعامد بهينه همراه با حل يك مس

صـورت محلـي و بـه منظـور     ه ب ـ ســازي  كميــنه  همسـئل  ولي
  .شد حل خواهد لاحمحاسبه ترم اص

  

  كاسته  سازي رتبهمدل -2

سـازي  تعاريف متفاوتي وابسـته بـه مفهـوم و موضـوع از مـدل     
 هكاسته درحـوز  سازي رتبهدر اصل مدل. كاسته وجود دارد رتبه

 رابطه بـا كه در است سيستم و تئوري كنترل توسعه داده شده 
هـاي كـاهش   هاي ديناميكي و كـاربرد روش  هاي سامانه ويژگي

هاي مسـئله بـا حفـظ رفتـار      منظور كاهش پيچيدگيه بهرتبم
سـازي  امروزه بحـث مـدل  . كند ورودي و خروجي آنها بحث مي

عنوان يك موضوع پژوهشـي جـذاب در مباحـث    كاسته به رتبه
  .استهاي عددي مطرح  سيستم، كنترل و تحليل

                                                
8- Favier  

9- Adjoint 
10- Couplet 
11- Noack 
12- Calibration  
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هاي كاهش مرتبـه در رياضـيات بـه كـار     روش همباني اولي     
تقريب يـك تـابع بـا     هگردد كه ايدبرمي 1807ال در س 1فوريه
جبرخطـي  در مسائل . دكرگيري از توابع مثلثاتي را مطرح  بهره

قطري  يك ماتريس به يك فرم سه هكاهش مرتب همسئل 2لانكوز
تـوان   كـه مـي   بـرد  پي 3آرنولديبعدها . دكرقطري را مطرح  سه

تر و با تقريب يك ماتريس را با استفاده از يك ماتريس كوچك
هـاي اساسـي در   روش .اسب از مـاتريس اصـلي تخمـين زد   من

قـرن پـيش معرفـي     90و 80هـكاسـته در ده ـ   سازي رتبهمدل
اشـاره   سـازي  متـوازن توان به روش  مي خصوصدر اين . شدند

كـه   5گلووِرپيشنهاد شد يا  1981در سال  4موركرد كه توسط 
چاپ كـرد و   6نكلرم هنُكاهش  هكه مقالات مشهوري در زمين

متعامـد بهينـه توسـط     هروش تجزي ـ 1987ت در سـال  درنهاي
كاسـته   سازي رتبهبراي فهم دقيق از مدل .سيرويش مطرح شد

يافته در علـوم محاسـباتي    هاي توسعهنياز به فهم دقيق از مدل
و معمـولي و بـا    يبا مشتقات جزئ ـشامل معادلات ديفرانسيلي 

هـايي مهـم از ايـن معـادلات     مثال. استشرايط مرزي مناسب 
ــاوير  ــادلات ن ــامل مع ــيالات و   -ش ــك س ــتوكس در دينامي اس

ــاطيس   ــادلات ماكســول در الكترومغن ــامي. اســتمع ــه هنگ ك
ي براي تشريح رفتار يـك  ئمعادلات ديفرانسيلي با مشتقات جز

معـادلاتي بـا متغيرهـاي    صورت هروند اغلب ب كار ميهسيستم ب
پـس از جداسـازي    كـه  شوند مستقل زماني و مكاني مطرح مي

در  معموليصورت يك سيستم معادلات ديفرانسيلي هب  نيمكا
اين تنها بر روي ها  بررسيدر نتيجه . دست خواهند آمدهزمان ب

 هصـورت يـك سـامان   هكه باست سيستم معادلات محدود شده 
صـورت زيـر نشـان     و بـه  ديناميكي با ابعاد محدود خواهد بود

  :شودداده مي

( , ),

( , ).

dx
f x u

dt

y g x u

=

=  
)1( 

سيسـتم  متغير حالت xخروجي وyورودي،u،در اين معادله
صــورت يــك سيســتم ه دينــاميكي بــ هبنــابراين ســامان. اســت

  .)1شكل ( شود مي  خروجي نمايش داده -ورودي
  

                                                
1- Fourier 
2- Lancoz 

3- Arnoldi 
4- Moore 
5- Glover 
6- Hankel Norm 
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ديناميكي مفروض با ورودي و  هنمايي از يك سامان: )1(شكل 
  .ومخروجي معل

  

در نتيجه پيچيدگي اين سيستم با تعداد متغيرهاي حالـت آن  
بعد بـراي بـردار فضـاي     nبه عنوان مثال (شد  مشخص خواهد

زير نيـز قابـل بازنويسـي خواهـد      به صورت )1(معادله  ).حالت
  :بود

)2(  ( , , )=0.
dx

F x u
dt  

 

صورت كاهش ابعـاد  هتواند ب كاسته مي سازي رتبهمدل ،بنابراين
كـه خصوصـيات   در حـالي باشد، شده بردار فضاي حالت مطرح 

يـك   ،بيـان ديگـر  بـه . بين ورودي و خروجي حفظ شـود  هرابط
  :دست خواهد آمدهصورت زير بهديناميكي جديد ب هسامان

)3(  
ˆ ˆ ˆ( , ),

ˆ ˆ( , ).

dx
f x u

dt

y g x u

=

=

  

ابعاد بردار فضاي ( n خيلي كمتر از x̂كه ابعادطوريهب       
كاسته بايد  طور كلي يك مدل رتبههب. خواهد بود) حالت اصلي

 :هاي زير باشد داراي ويژگي

ديناميكي اصـلي بـا يـك تقريـب كـم       ههاي سامان ويژگي .1
 ،)مانند پايداري( حفظ شود

 يستي از نظر محاسباتي كارا باشد وروند كاهش مرتبه با .2

 هبازسازي يك مدل كه بتواند بهترين تقريـب را از سـامان   .3
 ).ميزان خطا كم باشد( صلي داشته باشدديناميكي ا

  

 ـ  مدل ديناميكي رتبه -3  -  PODروش هكاسته بـر پاي

  گالركين

 ـ ،جريـان  هـاي دهمـان مو كـه توابـع ويـژه يـا     هنگامي  همعادل
پيوستگي را ارضاء كنند، معادلات حاكم بـر ديناميـك جريـان    

كـه ايـن    ،يابـد  ناپذير به معـادلات ممنتـوم كـاهش مـي     تراكم
  :هستندصورت زير ه بعد ب فرم برداري و بيمعادلات در 

)4(  21
.

e

D
p

Dt R
= −∇ + ∇
u

u
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, 

. 

. 

ــ      جمــع يــك بخــش  صــورت حاصــلهبردارهــاي ســرعت ب
 ـ 2زماني و يك بخش اغتشاشـي  هشد 1گيري متوسط صـورت  هب

  :شود مي  زير نوشته

)5(  .′= +u u u  
 ـ    كه در آن،  صـورت يـك   هترم اول بخـش متوسـط بـوده كـه ب

و بخـش دوم   استماني بردارهاي سرعت ميانگين از تغييرات ز
  ترم اغتشاشي است كه بـا اسـتفاده از بسـط مودهـاي جريـان      

  :شود صورت زير نوشته ميهب
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  ديناميكي هسامان هتصويرسازي گالركين و معادل -1 -3

استوكس، با استفاده از  -ناپذير ناوير با بازنويسي معادلات تراكم
ينكـه مشـتق زمـاني مقـادير بخـش      و بـا فـرض ا   )4-5(روابط 

، روابـط جديـدي   )3ايسـتگاهي (باشد  گيري شده صفر  متوسط
اگر معادلات حاصـل در راسـتاي مودهـاي    . شد  حاصل خواهد

اول  هديفرانسـيلي مرتب ـ  هجريان تصوير شوند، يك دسته معادل
 هآيد كـه سـامان   دست ميهبر حسب زمان براي ضرايب مودال ب

  :استصورت زير هب شده و ديناميكي ناميده 
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تغييرات زماني ضرايب مـودال   همنظور محاسبمعادلات فوق به

بايست حل شده تا ضرايب حاصـل بـراي بازسـازي ميـدان      مي
لازم بـه ذكـر اسـت    . كار روندهب )5( هجريان با استفاده از رابط

منظـور  هچهار ب ـ هكوتاي مرتب-كه در اين پژوهش از روش رانج
ديناميكي استفاده شده كـه   هسامان هگيري زماني معادل انتگرال

  .استوابسته به زمان  هايئلهروش دقيقي جهت حل مس

                                                
1- Mean  
2- Fluctuation 
3- Stationary 

ديناميكي با استفاده از مدل خطي  هاصلاح سامان -3-2

  گذرا

اسـتاندارد، كـه از تصويرسـازي معـادلات      هكاست هاي رتبه مدل
حاصـل   PODي يال در راسـتاي مودهـا  حاكم بر ديناميـك س ـ 

بينـي تغييـرات    ت بـالايي در پـيش  شوند، ممكن است دقـ ـ مي
تواند ناشـي   اين موضوع مي. زماني ميدان جريان نداشته باشند

  : زير باشد هاييلاز دل
اي مستقيم بين ضرايب مودال حاصـل از   عدم وجود رابطه .1

ميدان سرعت با ميدان فشـار و در نتيجـه تقريـب حـذف     
  اثرات ترم فشار،

 وهاي ناشي از حذف مودهاي با اعداد موج بالا  داريناپاي .2

هاي ورودي كه در نتيجه معـادلات بقـاء    ت پايين نمايهدق .3
  .طور كامل ارضاء نخواهند كرده را ب

ــود پــيش  ،در نتيجــه      ــه منظــور بهب ــدل   ب ــاني م ــي زم بين
 ـ   ه كاسته، يك ترم خطي ب رتبه  هسـامان  هصـورت زيـر بـه معادل

  :شود ديناميكي اضافه مي
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منظـور  شود، بـه  كه ترم اصلاح ناميده مي ،فوق هترم اضافه شد

] 11[مرجع  رود و در كار ميهديناميكي ب هت سامانافزايش دقـ
. عنوان جايگزيني براي ترم فشـار نـامبرده شـده اسـت    از آن به

طور كه اشاره شد، ترم فشار پس از تصويرسازي معادلات همان

بـودن   4بقـايي  صـورت  ي مودهـاي جريـان، در  حاكم در راستا
انتگـرال   هو با توجه به رابطو وجود شرايط مرزي همگن مودها 

وجود ه بگاهي اوقات مشكلي كه  ولي. گوس حذف خواهد شد
دليل شرايط موجـود در مسـئله عبـارت    هست كه با اين آيد مي

دليـل باشـد كـه     يـن ه اتواند ب و اين مي نبودهفشار قابل حذف 
و يـا  اسـت   ردهپيوسـتگي را ارضـاء نك ـ   هجريان معادل مودهاي

كـه اثـرات آن    است اي گونههفشار روي مرزهاي ميدان ب توزيع
بايسـت تـرم    اين شرايط مـي  بنابراين در. يستن نظرقابل صرف

صورت  كه در غير اين  ،سبه يا جايگزين شودنحوي محافشار به
 چنينهم. ترف  بقاي موجود در معادلات ممنتوم از بين خواهد

 ـماننـد يـك عبـارت اسـتهلاكي در     تواند  ميترم اصلاح   همعادل
 را و اثرات مودهاي پرانـرژي  مدل ديناميكي عمل كندحاكم بر 

ديناميكي توانايي كاهش سطح انرژي آنهـا را   هكه گاهي سامان

                                                
4- Divergence Free 

)7( 

)8(  
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اين بدين معني است كه مدل دينـاميكي  . كند كمتر مي ،ندارد
ايـن افزودگـي در سـطح     وده وقدر كافي داراي استهلاك نبه ب

انرژي مودها باعث واگرايي در پاسخ حاصل از مدل دينـاميكي  
مـدل   كـه شـود   سـبب مـي  و افـزودن ايـن عبـارت    است شده 

در  .بينـي كنـد   شده رفتار واقعي مسئله را پـيش  ديناميكي ارائه
چون عبارت اسـتهلاك مصـنوعي در   اين شرايط ترم اصلاح هم

  .كند يعمل م حاكم بر مدل همعادل
  

 سازي كمترين مربعات روش كمينه  -3-2-1

 شود ضرايب ترم اصلاح خطي ارائه مي هروشي كه براي محاسب
زمـان   هبـاز سـازي محلـي در    بهينـه  هلاستفاده از حل يك مسئ

زيـر   هاساس رابطو بر  بوده كه توسط نويسندگان پيشنهاد شده
 :]7[است 
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̂)،فـوق  هدر رابط )a tɺ   الب مـود يزمـاني ضـرا   تغييـرات مقـدار 
 روش حاصل از حل عددي مستقيم است كه با استفاده از يـك 

) .شود چهارم محاسبه مي هجداسازي مرتب )a tɺ  تغييرات مقدار
برابر  و معمولي كاسته رتبه مدلحاصل از  لاب موديضرا زماني

از  .اسـت  )6 هرابط ـ( دينـاميكي  همانسـا  هبا سمت راست معادل
مودهـاي   همحاسـب هاي اسـتفاده شـده بـراي     آنجايي كه نمايه

POD  و فواصـل زمـاني آنهـا      اند دست آمدههبدقيق از يك حل
بـا  در نتيجـه   اسـت، معادل با فواصل زمـاني مـدل دينـاميكي    

 هـاي يجـه توان بـه نت  سازي محلي نيز مي استفاده از يك كمينه
ارائه شده در ايـن مقالـه    هاييجهت يافت كه نتقابل قبولي دس
  .كند اثبات مي خوبيهب اين موضوع را

  

 هو محاسبديناميكي  ةسامان هجداسازي معادل -3-3

  ضرايب مدل

بـا  ) 6 همعادل ـ(كاسـته   مشتقات وابسته به ضـرايب مـدل رتبـه   
م ز يـك روش تفاضـل مركـزي بـا دقـت مرتبـه دو      گيري ا بهره

 هاي مرتب ـ كوتاي چهار مرحلـه  –رانج روش . شوند محاسبه مي
ــراي انتگــرل  ــدل   چهــارم صــريح ب ــاني معــادلات م گيــري زم

مطالعه پيرامون گام زمـاني نشـان   . است  كار رفتههكاسته ب رتبه
مسـاوي بـا گـام زمـاني     (فتـه  ر كـار هدهد كه گام زماني ب ـ مي

براي اين مسئله به ) هاي ورودي شده براي توليد نمايهاستفاده 

ديناميكي رفتار نسـبتاً   هو ساماناست افي كوچك بوده ك هانداز
 ـ . دهد پايداري را نشان مي رفتـه بـراي    كـار همشتقات زمـاني ب

 هسازي نيز با اسـتفاده يـك روش بـا دقـت مرتب ـ     كمينه همسئل
  .اند چهارم محاسبه شده

  

  كاسته ديناميكي رتبه هبازسازي سامان  -3-4

ن صورت اسـت كـه   يه اب كاسته رتبه مدلروند طبيعي در يك 
تـري بـه   ت نزديكحاصل از دقـ تقريببا افزايش تعداد مودها 

ت در نمودار توزيع انرژي اما با دق. شود برخوردار مي اصليحل 

شود كه  وضوح ديده ميه اين نكته ب) 5شكل (جريان مودهاي 
توان سهم بالايي از انرژي موجـود   تعداد كمتري از مودها ميبا 

رد و اين  بدين معني است كـه بـا روش   در ميدان را تسخير ك
بدين . كاسته دست يافت توان به يك مدل رتبه مي شده تشريح

تعداد مودهايي كه درصد انرژي بالاتري  همنظور و براي محاسب
 ـ 1عـدد سـهم  كنند، عددي به نام  را تسخير مي صـورت زيـر   هب

 :شود تعريف مي
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مقدار ويژه براي  هلئحاصل از حل مس هويژمقادير  λ ،آندر كه 
 گاهآن شد% 9/99، برابر با κهرگاه مقدار. ها است ماتريس داده

Ng    كاسـته را   تعداد مودهاي مورد نياز براي ايجـاد مـدل رتبـه
  .دهد نشان مي

  

  

  سازي عددي ميدان جريان شبيه -4

مودهـاي جريـان و در    همحاسـب هاي استفاده شده بـراي   نمايه
اسـتفاده از يـك كـد حـل      اب ديناميكي هبازسازي ساماننهايت 

ناپذير دوبعدي كـه براسـاس يـك     عددي مستقيم جريان تراكم
  .]15[اند ايجاد شده ،روش حجم محدود توسعه يافته

 

 

  

  نتايج و بحث -5

حاصـله پرداختـه    هـاي يجـه در اين قسمت به ارائه و بررسي نت
ناپايـا حـول يـك    ناپـذير   براي جريان تـراكم ها يجهنت. شود مي

منظـور  بـه . شـود  ارائـه مـي   = Re 100شـكل در   سيلندر مربع
هـاي   كاسته، داده حاصل از مدل رتبه هاييجهبررسي صحت نت

                                                
1- Fraction Number 

. 

)10(  , 
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سـازي عـددي مسـتقيم     شـبيه  هـاي يجـه نتحاصل از مدل بـا  
  .اند مقايسه شده

هـاي   زمـان در تايي از حل ميدان جريـان    240يك دسته      
  به معينزماني  هو در يك باز ساويمي زمان هاي گاممختلف، با 

لازم به ذكر اسـت كـه   . عنوان ورودي در نظر گرفته شده است
 هزانـدا كـه   اسـت  بودهزماني يك سيكل نوساني كامل  هاين باز

ميـدان جريـان   كل از نمودار تغييرات زماني انرژي جنبشي آن 
پـس از  . آيـد  دسـت مـي  ه ب) مانند ضريب برآ(بعد  ب بيييا ضرا

د ونش ـ مـي استخراج  جريانمودهاي  مقدار ويژه م يك حلانجا

تـراز چهـار مـود    خطـوط هـم  به ترتيب  1-2 هايكه در شكل
  .است شدهداده  نمايشسرعت افقي و عمودي  هلفؤم تر پرانرژي

  
  

 

 

 

 
 

 

 

 
  .سرعت افقي همؤلف تر چهار مود پرانرژيتراز خطوط هم: )1(شكل 

       

 هلف ـؤطيف انرژي مودهاي جريان براي مبه ترتيب  3-4شكل 

طـور كـه در   همـان  .دهـد  نشان مـي را سرعت افقي و عمودي 

بـين مودهـا وجـود     1شدگي يك جفت ،مشخص است شكل نيز
در توضـيح ايـن مطلـب    . اسـت  تقـارن آنهـا   دارد كه ناشـي از 

                                                
1- Duality 

اشـميت   –وان گفت با توجه به رونـد متعامدسـازي گـرام    ت يم
)در فضايي كه بر ]4[ )xϕ )باشـد  متعامـد   )جريـان  هـاي مود، 

شود و  مودها تكرار مي هيك فرآيند بيشينگي به منظور محاسب
در اين راه يك سري توابع متعامد كه همـان مودهـاي جريـان    

چـون مودهـاي    اين توابع هـم  .دقابل محاسبه هستن ،باشند مي

 

 

 

 
 

 

 

 
  .عمودي سرعت همؤلف تر چهار مود پرانرژيتراز خطوط هم :)2(شكل 
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نيـز   1وريه بوده كه عـلاوه بـر تعامـد داراي يـك نـوع تقـارن      ف
  . دهستن

  

  
براي مؤلفه افقي  PODطيف انرژي مودهاي  ):3(شكل 

  .سرعت

  
براي مؤلفه عمودي  PODطيف انرژي مودهاي ): 4(شكل 

  .سرعت
 

 هلف ـؤنمودار انـرژي نسـبي مودهـا بـراي هـر دو م      5در شكل 
عت يعني ميزان انرژي كه تعداد خاصي از مودهـا از ميـدان   سر

 هكننداين نمودار تصوير. است داده شده كنند، نشان تسخير مي
 با توجه به روش ارائه شـده در بخـش  و  استعدد سهم مودها 

كاسـته   تعداد مودهاي مورد نياز بـراي ايجـاد مـدل رتبـه     3-4
سازي باز وره منظاين مسئله شش مود ب براي .دوش ميمحاسبه 

ميدان جريان مورد استفاده سازي  كاسته جهت شبيه مدل رتبه
يك  صورتهكاسته ب پس از بازسازي مدل رتبه. است قرار گرفته

ديناميكي و با استفاده از يك شرط اوليـه كـه برابـر بـا      هسامان

                                                
1- Symmetry 

پيشروي زمـاني   ،مقدار ضرايب مودال در اولين گام زماني است
  .گيرد شده انجام مي با استفاده از مدل اصلاح

  

  
 هاي براي مؤلفه PODانرژي نسبي مودهاي ): 5(شكل 

  .سرعت
  

غييرات زماني چهار ضريب مـودال اول بـراي   تنرخ  6 شكلدر  
نوسـان   همعادل با يك چرخ ـزماني  هافقي سرعت در باز هلفؤم

طور كه در شـكل مشـخص   همان. است نمايش داده شده كامل
از اصـلاح شـده    هكاسـت  مـدل رتبـه  حاصل از  هاييجهنت ،است

حاصـل از حـل عـددي     هـاي يجـه دقت بالايي در مقايسه با نت
  . مستقيم برخوردار است

نرخ تغييرات زماني چهار ضريب مودال اول بـراي   7 شكل     
حاصل از  هاييجهنت كه  دهد را نشان ميعمودي سرعت  هلفؤم

را  ايـن مـدل  اصلاح شده دقـت بسـيار بـالاي     هكاست مدل رتبه
 در شـكل  .دهد نمايش مي ناپاياسازي ميدان جريان  براي شبيه

سـرعت در فضـاي    يافق ـ هلفؤتغييرات ضرايب مودال براي م 8
نيـز  شـكل  ايـن  طـور كـه در   همـان  .است فاز نمايش داده شده

اصـلاح   هكاسـت  حاصل از مـدل رتبـه   هاييجهنت ،مشخص است
حـل   حاصـل از  هـاي يجـه در مقايسه بـا نت  يبخوشده از دقت 

نيـز تغييـرات ضـرايب     9 شكل .عددي مستقيم برخوردار است
نشـان  را عمـودي سـرعت در فضـاي فـاز      هلف ـؤمودال بـراي م 

 هكاست حاصل از مدل رتبه هاييجهدهد و واضح است كه نت مي
حاصـل از حـل عـددي     هـاي يجـه اصلاح شده در مقايسه با نت
  .مستقيم دقت مناسبي دارد
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ديناميكي گيري از مدل  خطوط پيوسته انتگرال( yممنتوم در راستاي  هايب مودال براي معادلزماني ضر همقايس: )7(شكل 

  .)سازي عددي مستقيم استاندارد و نقاط شبيه هكاست گيري از مدل ديناميكي رتبه چين انتگرال شده، خط اصلاح  هكاست رتبه

  
   
  

  
  

  

  
  

 ديناميكيگيري از مدل  خطوط پيوسته انتگرال( xممنتوم در راستاي  هتغييرات زماني ضرايب مودال براي معادل هايسمق: )6(شكل 
  .)سازي عددي مستقيم استاندارد و نقاط شبيه هكاست گيري از مدل ديناميكي رتبه چين انتگرال شده، خط اصلاح  هكاست رتبه
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گيري از مدل  خطوط پيوسته انتگرال( xممنتوم در راستاي  هفاز براي معادلتغييرات ضرايب مودال در فضاي  همقايس: )8(شكل 
سازي عددي  استاندارد و نقاط شبيه هكاست گيري از مدل ديناميكي رتبه چين انتگرال شده، خط  اصلاح هكاست رتبه ديناميكي

 .)مستقيم

   
  

  

  

  
  

گيري از مدل  خطوط پيوسته انتگرال( yممنتوم در راستاي  هعادلتغييرات ضرايب مودال در فضاي فاز براي م همقايس: )9(شكل 
سازي  استاندارد و نقاط حاصل از شبيه هكاست گيري از مدل ديناميكي رتبه چين انتگرال شده، خط اصلاح  هكاست رتبه ديناميكي

 .)عددي مستقيم
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 افقـي سـرعت در زمـان    هلف ـؤتـراز م خطوط هم 10 در شكل  

5*t سـازي بـا مـدل     حاصل از حل عددي مستقيم و شبيه =

است كه دقـت بسـيار     نشان داده شدهاصلاح شده  هكاست رتبه
 .دهد مدل را نشان مياين  يبالا

  
  
  

  

  
*تراز مؤلفه افقي سرعت در خطوط هم): 10(شكل  5t = 

ز مدل گيري ا هاي حاصل از انتگرالخطوط پيوسته نتيجه
چين حاصل از  شده و خط كاسته اصلاح ديناميكي رتبه

  .سازي عددي مستقيم شبيه
  

در سـرعت  عمـودي   هلف ـؤو مافقـي   هلفؤتوزيع م 11شكل      

t*5در راستاي عمـود بـر جريـان     =L35/0x و  = نمـايش   

سازي  محاسباتي در شبيه هبرابر با طول محدود  L كه دهد مي
 مـورد  هذكر است كه نقط ـهب لازم .استعددي مستقيم جريان 

طـور كـه در ايـن    همـان  .اسـت  گرفتهدنباله قرار  هنظر در ناحي
اصلاح  هكاست رتبهاز مدل حاصل  هاييجهنت ،شكل واضح است

   .كند اثبات مي را با استفاده از يك معيار كيفي دقت آنشده 

شده براي ضريب بـرآ  اي مقادير محاسبه  يسهمقا 12شكل      
بر حسب زمان حاصل از حل عـددي مسـتقيم و    Ĥو ضريب پس

شـده   اصـلاح  هكاسـت  حاصل از مدل ديناميكي رتبـه  هاييجهنت
هـاي   طور كه در شكل مشـخص داده همان. است صورت گرقته

كاسته تطابق بسيار بـالايي را در قيـاس بـا     حاصل از مدل رتبه
  .دهند ل از حل عددي مستقيم نشان ميهاي حاص داده

 
 
 

 
 

 
 
 
 
 
 

 
 

  

  
  

  

  
  

  

*در ) راست( عمودي سرعت هو مؤلف) چپ(افقي سرعت  هتوزيع مؤلف: )11(شكل  5t 0.35xو = L= ،حاصل از  هاييجهخط نت

  .سازي عددي مستقيم قاط حاصل از شبيهشده و ن اصلاح هكاست گيري از مدل ديناميكي رتبه انتگرال
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گيري از مدل ديناميكي  حاصل از انتگرال هاييجهخط نت بر حسب زمان) راست(و ضريب پسا ) چپ(توزيع  ضريب برآ : )12(شكل 
 .سازي عددي مستقيم شده و نقاط حاصل از شبيه  اصلاح هكاست رتبه

  
  

  گيري نتيجه - 6

هاي قابل توجهي به منظور پيشـرفت  هاي اخير فعاليتدر سال
كاسته مبتني بر روش تجزيه متعامد بهينه براي  هاي رتبهمدل
ايـن مقالـه   . استيني دقيق ميدان جريان صورت گرفته ب پيش

 ـ هـاي   يـك شـكل جديـد از مـدل اصـلاح سـامانه       هنيز به ارائ
روش تجزيـه متعامـد بهينـه و     هكاسته بـر پاي ـ  ديناميكي رتبه

جريـان  سـازي دقيـق   لمـد توانـايي آن بـراي    قابليت و اثبات
در . پردازد ناپذير حول يك سيلندر مربع شكل مي ناپاياي تراكم

مودهاي  هنمايه به منظور محاسب -PODاز روش  پژوهشاين 
استوكس  -جريان استفاده شده و با تصويرسازي معادلات ناوير

صورت ه ب عادلديناميكي م ه، سامانPODدر راستاي مودهاي 
براي اصلاح اثر حذف . استه مقدار اوليه ايجاد شده مسئليك 

كردن اثرات حذف مودهاي با اعداد مـوج بـالا    ترم فشار و ميرا
ديناميكي توانايي مناسب در كـاهش انـرژي آنهـا را     هكه سامان

گيري از يك روش  ندارد، از يك عبارت اصلاح خطي كه با بهره
 ـ. اسـت ده اسـتفاده ش ـ  دسـت آمـده،  ه سازي محلي ب كمينه ه ب

علاوه، با اسـتفاده از يـك رونـد كـاهش مرتبـه از تعـداد مـود        
اسـتفاده شـده   دينـاميكي   هكمتري به منظور بازسـازي سـامان  

 ه زمـاني گيـري در بـاز   از روش حاضر به منظور انتگـرال . است  
دقيق  هاييجهمذكور بهره گرفته شده كه نت هكوتاه براي مسئل

سازي عـددي   سه با شبيهو كاهش زمان چشمگيري را در مقاي
   .دهد مستقيم نشان مي
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