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 چكیده

 بدین. باشدمیگازی  هایحباب حاویلزج  جریانفشار در یک  خطی برای توصیف امواجآوردن معادلات غیر دستبههدف این مقاله ابتدا، 

مایع در  درهای گاز ها برای توصیف تغییرات فشار امواج در ترکیب حبابمعادلات غیرخطی مرتبه چهارم و بعضی از موارد خاص آن ،منظور

ه ، یک رابطه دیفرانسیلی بین فشار ترکیب مایع و گاز نسبت بحرارتو وجود انتقال  لزجتبا در نظر گرفتن تاثیر  سپس،نظر گرفته شده است. 

خاصی برای های حالت زبرگر -کا دی ویو  کا دی وی، زکه معادلات برگر شدآمده است. نشان داده  دستهای گازی بهتغییرات شعاع حباب

Gروش بسطیک  ،باشند. همچنینتوصیف فشار امواج در این مورد می

G

  های دقیق معادلات جوابتوان میآن که به کمک شد معرفی

آمده، دستی بههاهای خاص در جوابدر این روش، با انتخاب ثابت. وردآ دستبهشرایط اولیه و مرزی نیاز به بدون  را غیرخطیدیفرانسیل 

ها روش سایربه نسبت  رامعرفی شده روش  برتری هاباشد. این ویژگیقابل محاسبه میلزج  هایجریانمعادلات امواج در های بیشتری از جواب

Gهای دقیق این معادلات که کاربردهای فراوانی در علوم و مهندسی دارند، به کمک روش بسطجواب بر این،علاوه .دهدنشان می

G

 دست به

 اند.آمده

Gمعادلات غیرخطی، انتقال حرارت، ویسکوزیته، روش بسط: های کلیدیواژه
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ABSTRACT  
The first purpose of this paper was to obtain non-linear equations for describing pressure waves in a liquid with gas 

bubbles. For this purpose, non-linear equations of fourth order and some of their special cases for describing 

pressure waves in a mixture of fluid and gas were considered. Then, considering the influence of heat transfer and 

viscosity in fluid, a differential relation between pressure and perturbation radius of gas bubbles is obtained. It is 

shown that the Burgers, the KdV and KdV- Burger’ equations are special cases for describing pressure waves. Also, 

we introduced a 
G

G


-expansion method, which can obtain exact solutions of non-linear differential equations 

without requiring the boundary and initial conditions. In this method, by choosing special constants in the obtained 

solutions, more solutions of these equations can be obtained. These features exhibit the superiority of the introduced 

approach. compared to the other methods. Furthermore, exact solutions of these equations are obtained using G

G


-

expansion method, which has many applications in science and engineering. 
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G
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 فهرست علائم و اختصارات  

g
 گاز 

l 
 مایع

M جرم(Kg)  

N ها در واحد جرمتعداد حباب 

Nu عدد ناسلت 

P مایع-زفشار ترکیب گا(Pa)   

0P
 

0t در (Pa)یبفشار ترک  

  gP
 

 (Pa)ب فشار گاز دریک حبا

r شعاع حباب ( )m   

0R
 

)ه شعاع حباب در حالت اولی )m 

0T
 

) دمای ترکیب )K 0 درt   

gT
 

)ز دمای گا )K 

lT
 

) دمای مایع )K 

V 
)3مشخصی از گاز در ترکیب حجم )m 

 علائم یونانی

 
 پارامتر انحراف کوچک شعاع حباب

 ع مای یضریب لزجت سینماتیک 

g 
)  چگالی گاز 3/kg m ) 

l 
)  چگالی مایع 3/kg m ) 

g 
) ضریب هدایت حرارتی گاز / .W m K ) 

 مقدمه -1    

های گازی از فتار مایعات دارای حباببررسی چگونگی ر

های اهمیت زیادی برخوردار است. مایعات دارای حباب

[. 1] باشندمی گازی دارای کاربردهای زیادی در صنعت

تواند در اثر عوامل مختلف از های گازی میایجاد حباب

جمله تماس یک ماده نظیر فلز مذاب با مایعات رخ دهد. در 

و دما در مایع با تغییر ناگهانی  این صورت مقادیر فشار

تواند باعث بهاین تغییرات ناگهانی می همراه است. گاهی

[. معادله 2گردد ] 1بخارای به نام انفجار وجود آمدن پدیده

2معروف کا دی وی
که برای توصیف امواج غیرخطی در  

 
1-Vapor Explosion 

2- Korteweg-de Vries  

[، برای 9شود ]های گازی استفاده میمایعات دارای حباب

9وینگاردن اولین بار توسط ون
در ادامه [. 3] دست آمدبه 

را  3زبرگر -و همکارانش معادله کا دی وی 3نیز ناکوریاکف

دار ارائه نمودند برای توصیف فشار امواج در مایعات حباب

انتشار یک موج شبه همدما در یک ترکیب همچنین، [. 3]

 .]6] مورد بررسی قرار گرفت 6مایع، توسط اوگایان -گاز

خطی در یک مایع با یندهای غیرآفرزیادی محققان 

عددی مورد های با استفاده از روش را های گازدارحباب

 کی نیگرما ب انتقال مسئله ،مثال یبراند. مطالعه قرار داد

 مایع با کیدر  و مقدار تلاطم امواج عیما کیو  یگاز حباب

 یمورد بررس 8فیو خاب 7نیگماتولینتوسط  یگاز هایحباب

 فشار امواج یبه مطالعه چگونگ 3بوفای[. ر7-8] گرفتقرار 

های گازی با استفاده از معادلات حباببا  عاتیدر ما

کودریاشوف و  [.3پرداخت ] 10چیکوفکودریاشوف و سینل

در یک سیال، چیکوف با در نظر گرفتن انتقال حرارت سینل

  امواج غیرخطی در مایعات با به بررسی فشار امواج و 

همچنین،  .]12-11 [ختندهای گازی پرداحباب

لیلی معادله های تحبه کمک جواب کودریاشوف و سینل

 را مورد مطالعه قرار دادندبا گاز پر شده های بابحرایلی 

ها دینامیک حباب به بررسینیز  11کلوتز کودریاشف و [.12]

مورد  ها راآن یبر رو یسیمغناط دانیمو اثر  هپرداخت

روی اثر انتقال جرم را  12سترفو .]19-13 [ددنمطالعه قرار دا

[. 13]نمود دار بررسی روی انتشار امواج در مایعات جباب

جعفری و همکارانش به روش عددی انتقال  ،این برعلاوه

جایی طبیعی نانوسیال را در با استفاده از روش حرارت جابه

 [.16] بولتزمن به صورت عددی مورد بررسی قرار دادند

ت غیرخطی برای هدف این پژوهش بررسی معادلا

 حاوی)چسبناک(  توصیف فشار امواج در یک مایع لزج

 
3- Van Wijngaarden 

4- Nakoryakov 

5- KdV-Burgures 

6- Oganyan 

7- Nigmatulin 

8- Khabeev 

9- Ryabov 

10- Kudryashov and Sinelshchikov 

11- Klotz. 

12- Fuster 
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انتقال حرارت روی  اثر های گازدار با در نظر گرفتنحباب

های دقیق جواب ،باشد. همچنینمرز حباب و مایع می

    بعضی از معادلات خاص که از شکل کلی این معادلات 

       ، آیند و دارای کاربردهای فراوانی هستنددست میبه

، دستگاه معادلات سپس اند.دست آمدهصورت تحلیلی بهبه

های حاکم برای توصیف امواج در یک مایع لزج با حباب

شده است.  ارائهگازدار با در نظر گرفتن انتقال حرارت 

   معادله توصیف امواج غیرخطی در مایعات  ن،یهمچن

در بخش شده است.  آوردهدر بخش سوم نیز دار حباب

Gروش بسط  ،ارمچه

G



 
های دقیق جواب جهت محاسبه

  معادلات غیرخطی شرح داده شده و در بخش پنجم 

فاده از تاسآمده با دستبههای دقیق معادلات خاص جواب

  انتهایی نیز در بخش  .اندشدهارائه  پیشنهادی، روش

 شده است.  کلی ارائهگیری نتیجه

های با حباب در یک مایع لزج توصیف امواج -2

 گازی

با  عیما بیاست که در ترک نیبخش فرض بر ا نیدر ا

و فشار متوسط  یچگال سرعت،از دما،  یگاز هایبحبا

 هایبحباکه است  شدهفرض  ،نیاستفاده شود. همچن

و تعداد آنها در واحد جرم ثابت  داشته یکسانیاندازه  یگاز

و  یمرز حباب گاز نیرت بانتقال حرا ،نیبر ا علاوه. باشد

مقدار حجم و جرم گاز در  است. شدهدر نظر گرفته نیز  عیما

     ( بیان 1صورت رابطه )به گاز واحد جرم ترکیب مایع

 .گرددمی

(1  )                          34

3
, gV r N M V   

)،در رابطه فوق , )r r x t  ،شعاع حبابN ها تعداد حباب

) ،در واحد جرم , )g g x t  لی و چگاM  جرم گاز   

گاز گر ترتیب بیانبه lو  g هایهمچنین، زیرنویس .باشدمی

 .باشندمیو مایع 

   طول موج در ترکیب مایع و  آشفتگی ،جادر این

که طول مشخصه امواج های گازی را با فرض اینحباب

 ،و همچنین بودهها آشفتگی بیشتر از فاصله بین حباب

باشد، یشتر از شعاع یک حباب ها خیلی بفاصله بین حباب

 گیرد. مورد بررسی قرار می

با استفاده  دستگاه معادلات برای توصیف حباب گازی 

 :[17-21د ]نباشمیقابل بیان زیر  صورتبه 1از معادله رایلی
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فشار گاز در  Pg مایع، فشار ترکیب گاز P(x,t) ،در آنکه  
ترتیب دماهای گاز و مایع، به Tlو  Tgیک حباب، 

g ضریب
 سینماتیکی لزجت و 2عدد ناسلت Nu، هدایت حرارتی گاز

 مایع است. 
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   نتیجه با در نظر گرفتن تغییر کوچک در شعاع حباب 

 شود:می

(6) 

0

0

0

0

( , ) ( , ),

,

,

( , 0) .

r x t r x t

r const

r

r x r





 







 

      مقدار اولیه  با که دمای مایع ثابت و برابربا فرض این
 ( باشد، در لحظه اولیه7صورت رابطه )به
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( 9( در معادله )3( و )2از معادلات ) Tgو  Pgگذاری با جای

گاز -(، وابستگی فشار ترکیب مایع6و با استفاده از رابطه )

خواهد دست ( به3رابطه ) صورتنسبت به تغییرات شعاع به

 .[11] آمد
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    برای توصیف حرکت ترکیب حاکم اه معادلات دستگ

 .گرددبیان می( 11گاز به شکل رابطه )-مایع
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   سرعت یک سیال در ترکیب   u=u(x,t)در این رابطه،

( و 3( همراه با معادلات )11معادله ) باشد.می گاز-مایع

مایع -در ترکیب گاز توصیف امواج غیرخطی جهت( 10)

تواند به صورت . این دستگاه معادلات میگرددمی استفاده

 :[22] بیان گردندزیر 
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که فشار در با در نظر گرفتن حالت خطی و با فرض این

، معادله خطی باشدیک ترکیب متناسب با تغییرات شعاع 

صورت زیر   به( 12برای تغییرات شعاع از معادلات ) موج

 :خواهد آمددست به
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                                                                                                                    :متغیرهای زیربا تعریف 
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   ( 12عادلات )م ،باشدطول موج میگر بیان lآن، در  که

 :[22] دنگردبیان میصورت زیر به
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 باشند:می زیر شرح به( 13) وابطکار رفته در رپارامترهای به
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معادله توصیف امواج غیرخطی در مایعات  -0

 دارحباب

( کار 13های دقیق دستگاه معادلات )جواب دست آوردنبه

     بسیار مشکلی است. با در نظر گرفتن تغییر متغیرهایی

(، 13ها در معادلات )گذاری آن( و جای17صورت رابطه )به

 :[29] گرددحاصل می روابط زیرصورت به نتیجه
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   2

1 2

1 2

3
)

2

3 3 .m m



 



     

  

    
 برحسبهای توانی صورت سریبه u، ،pمتغیرهای  ،حال

 ( در نظر گرفته می21به شکل رابطه )د.نشو 

(21)                                    

2

1 2

2

1 2

2

1 2

u u u

P P P

 

   

 

  

  

  

 

، (20( تا )18( در معادلات )21) گذاری معادلاتبا جای

 :خواهیم داشت

(22)  

0

1 1

0

0

1 1

0

1 1

0,

1
0,

3

3 .

u
r

u P
r

P

 

 












  

  

 

 

 :توان نوشتمی ،با حل دستگاه معادلات فوق

(29)  
0

1 1

0

1 1

( , ) ( , ) ( ),

( , ) 3 ( , )

u
r

P


      



    

  

 

 

) تابع، آن که در )   تابعی دلخواه بوده و مقدار آن برابر با

( ) 0    .در نظر گرفته شده است 

خواهد  دستبه صورت زیربه (23حال دستگاه معادلات )

 :آمد

(23)  

0 1 0

1 2 2 1 1 1 1 1 1

0

0 0 0

1 2 1 1 1 1 2

0 0 0

1 3 1

2 1 1 1 1 1 1 1

3 3

1 1 1 1

2 1 2

1 1 2 1 2 1 1 1

2

2
0,

1
0,

3

3

(3 4)

( ) (2 )

m m m

m m

m m

r
u u u u

r

u u u u u P
r r r

P x P P nx P

n

     

    

  

  

  

 
    

 

  


  

     

     

     



 



     

     

   

  

      

 2 1 2

1 2 1 1 2 1

3 1 3
( ) 3 3 .

2 2

m mn
     

     

 

 معادله فشار (23( و )29استفاده از معادلات ) بادر نتیجه، 

P1 گرددمی حاصلصورت زیر به:  
   

2 1 21 2 2 1

1 1 1 1 1 1

2

1 2 1 1

1 3 11 1

1 1 1 1

3 3

1 1 1 1

2

6 18

3 2 5

18 18

( )
6 2 2 6

(3 5)

18 18

m m

m

m m m

m m

P P P P P P

n
P P

x nx
P P P P

n
P P P P

   

 

   

  

  




  


 



 

    
  

 
     

 

 
   

 


  

 

3 2 0 1 0

1

0

3 3(3 4) 2
.

18 3

m r rn
P

 
 

 


    (23)       

  های مناسب و ضرایب بر حسب mبا در نظر گرفتن 

 دست آورد.توان معادلات معروف زیر را بهمی

1mحالت برای  0 و  ،صورت به زمعادله برگر

 :شودزیر نتیجه می

 (26)                          1

1 1 1 1 .
6 2

x
P P P P  




 
   

 
 

1حالت  برای

2
m  21و , 0

6 2

x
 

 
   

 
معادله  ،

 شود.( نتیجه می27صورت رابطه )به وی دی کا معروف

 (27   )                   1 2

1 1 1 1 0
6

P P P P  
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1حالت برای همچنین، 

2
m  1 و

6 2

x


 
  

 
 در 

0  صورت زیر به زبرگر-کا دی وی ، معادله معروف

 :گرددحاصل می

 (28)     1 2 1

1 1 1 1 1
6 6 2

x
P P P P P   




   
    

 
 

G روش بسط -4

G

های برای تعیین جواب

 معادلات غیرخطی

رخطی با برای بیان این روش، معادله دیفرانسیل غی

صورت زیر در به 1Pو متغیر وابسته ومتغیرهای مستقل

 :[23شود ]نظر گرفته می

 (23 )                    1 1 1 1 1( , , , , , ) 0N P P P P P     

جزئی  (، معادله با مشتقات90) رابطه با استفاده از تبدیل

 معمولی معادله دیفرانسیل صورت یکبه توانرا می ،(23)

 .بیان نمود( 91)رابطه 

 (90        )                         
1 1( ) ,P P k      

 (91)      2

1 1 1 1 1( ( ), ( ), ( ), ( ), ( ), ) 0N P kP P k P P       

Gروش بسطبر اساس 

G


یک  شکل( به91جواب معادله ) ،

Gای بر حسبجمله چند

G


 :گرددارائه میصورت زیر به 

 (92             )             
1

1

( ) ( ) ; 0,
M

i

i i

i

G
P A A

G





  

)،آنکه در  )G G  طی مرتبه در معادله دیفرانسیل خ

 کند.صدق می(( 99)رابطه )دوم 

 (99)                                     0G mG nG    

)ضرایب، (99رابطه )در  1,2, , )iA i n ،m  وn     

 G . همچنین،هایی هستند که باید مشخص گردندثابت

( 93رابطه ) با استفاده از باشد که( می99جواب معادله )

 .باشدقابل محاسبه می

(93) 

2 2

1 2
2

2 2

2 1

2

2 2

1 2
2

2

2 1

4 4
cosh sinh

2 24

2 4 4
cosh sinh

2 2

; 4 0,
2

4 4
cos sin

2 24

2 4 4
cos sin

2

m n m n
c c

m n

m n m n
c c

m
m n

G

G
n m n m

c c
n m

n m n
c c

 

 

 



     
    

        
 

     
        
    

  



    
   
   

    

  
  
 
 

2

2

2

; 4 0.
2

m

m
m n















 
 
 
 

  
     
  


  


 

)1همچنین، )P  گرددهای زیر تعیین میگام بر اساس: 

همگن بین بالاترین جمله  توازن: با درنظر گرفتن 1گام 

)1غیرخطی و بالاترین مرتبه مشتقات  )P ( 91در معادله ،)

 شود.( مشخص می92در رابطه ) Mعدد صحیح و مثبت 

( و 91( در معادله )99) و  (92) روابط گذاری: با جای 2امگ

Gهای مشابه از )آوری همه جملات با توانجمع

G


(، طرف 

شود. بعد ای تبدیل می( به یک چند جمله91چپ معادله )

Gهایاز برابر صفر قرار دادن ضرایب توان

G


   در چند  

 از معادلات جبری بر حسب ، یک مجموعهحاصل ایلهجم

 .خواهد آمددست به nو  Ai ،c ،m متغیرهای 

   : با حل این دستگاه از معادلات جبری و سپس 9گام

های معادله آمده همراه با جوابدستگذاری نتایج بهجای

  محاسبه ( 91های معادله )(، جواب92( در رابطه )99)

 .گردندمی

آمده با روش دستهای دقیق معادلات بهجواب -1

Gبسط 

G


 

G، روش بسطقسمتدر این 

G


      خاص  برای معادلات 

 .گیردآمده در بخش سوم مورد بررسی قرار میدستبه

 زمعادله برگر -1-1

طور مانه ( در نظر گرفته شده است. 26)برگرز ابتدا معادله 

 ( 23از معادله ) که ذکر شد، این معادله یک حالت خاص

 :باشدمیصورت زیر به

(93) 1

1 1 1 1( )
6 2

x
P P P P  


      

 

صورت زیر نوشته به (93) معادله ،(90با استفاده از تبدیل )

 شود.می

(96)                        
1 1 1 1( ) .

6 2

x
kP P P P  


    

   محاسبه  =1M مقدار، 1گام  کردن بر اساس موازنهبا 

   صورت زیر نوشته ( به96جواب معادله ) ،. بنابراینگرددمی

 :شودمی

(97)                                       
1 0 1( ).

G
P A A

G
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( و برابر 96( در )99( همراه با )97گذاری معادله )با جای

Gهایصفر قرار دادن همه ضرایب توان

G


 :خواهیم داشت 

(98) 

1

0

1

1

6 ( 3 )
,

6

( 3 )
.

3

k m x
A

x
A









 







 

جواب زیر  ،(97در ) (98آمده )دستگذاری ضرایب بهبا جای

                                                                                     :می آید دستبه

(93)        1 1

1

6 ( 3 ) ( 3 )
( ) .

6 3

k m x x G
P

G

 


 

    
   

 
         

های (، دو نوع از جواب93( در )93گذاری رابطه )با جای

 آیند:دست میصورت زیر به( به96موج تراولینگ از معادله )

2 2

1 2

1
2 2

2 1

2
21

4 4
cosh sinh

2 2

4 4
cosh sinh

2 2

3 4
( ) ; 4 0,

3 2

m n m n
c c

P
m n m n

c c

x m n k
m n



 

 



 

     
    

       
  

     
        
    

 
     

2 2

1 2

2
2 2

2 1

4 4
cos sin

2 2

4 4
cos sin

2 2

n m n m
c c

P
n m n m

c c



 

 

     
    

       
  

     
        
    

 

(30)   
2

213 4
( ) ; 4 0.

3 2

x n m k
m n



 

 
        

 اعداد ثابت و دلخواه هستند.  c2و  c1ضرایب 

( در 30های خاص رابطه )، نمودار حالتبهترای درک بر

برابر با صفر  c1ضریب  ،حالت اولدر ارائه شده است.  ادامه

معادله ای هجواب ،صورتدر نظر گرفته شده است. در این

 د آمد. نخواه دستبه( 31صورت رابطه )( به30)
 

2 2

1

1

2

2 2

1

2

3 4 4
tanh

3 2 2

4 0

3 4 4
tanh

3 2 2

xk m n m n
P

m n

xk n m n m
P








 




 

   
  
 
 

 

   
  
 
 

 

2 4 0m n   (31) 

( صفر قرار داده 30در رابطه ) c2ضریب  ،در حالت دوم

   ( محاسبه 32صورت رابطه )( به30های )شده و جواب

 .گردندمی
2 2

1

1

2

2 2

1

2

3 4 4
coth

3 2 2

4 0

3 4 4
coth

3 2 2

xk m n m n
P

m n

xk n m n m
P








 




 

   
  
 
 

 

   
  
 
 

 

2 4 0,m n   (32 ) 

با در نظر گرفتن مقادیر 
1 3x  ،2  ،2   و

3k  نمودار ،
1P  2ازای بهn   4وm   در حالت اول

 نمودار و 2و  1های و دوم به ترتیب در شکل
2P  ازای به

2n   4وm  ترتیب در در حالت اول و دوم به    

 اند.ارائه شده 4و  0 هایشکل

 
1Pهای خاصنمودار جواب :(1) شکل  در معادله 

 .( در حالت اول31)
 

 
1Pهای خاصنمودار جواب :(2) شکل  ه در معادل 

 .در حالت دوم (32)
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های خاص نمودار جواب :(0) شکل

2P  در معادله 

 .در حالت اول (31)

 
های خاص نمودار جواب :(4) شکل

2P   در معادله

 .در حالت دوم (32)

 معادله کا دی وی -1-2

های فتن جوابدر نظر گرفته شده جهت یا دومین معادله

  زیر  صورتاست که به کا دی ویدقیق آن، معادله معروف 

                :باشد( می30معادله )

(39) 1 2

1 1 1 1 0.
6

P P P P  

 



    

      نوشته صورت زیربه (39) معادله ،(90با استفاده از )

        :شودمی

(33) 1 2

1 1 1 1 0.
6

kP P P P  

 



     

جواب معادله  آمده ودستبه =2M، 1ام بر اساس گ با موازنه

    :گرددحاصل میصورت رابطه زیر ( به33)

(33) 2

1 0 1 2( ) ( ) .
G G

P A A A
G G



 
       

( و برابر 39( در معادله )99) و( 33گذاری روابط )با جای 

Gهایدادن همه ضرایب توان صفر قرار

G


  خواهیم داشت:، 

0

1 2

1

1 2

2

0,

2 ( )
,

2( )
.

A

m
A

A

 



 















 (36)    

 شود:( نتیجه می32( در رابطه )39ضرایب )گذاری با جای

 (37)   
2

1 2 1 2

1

2 ( ) 2( )m G G
P

G G


   

 

     
    

    
 

گ از های موج تراولین(، جواب37( در )93گذاری )با جای

 :آیندمی دستبهصورت زیر ( به31معادله )

2 2

1 2
2

1
2 2

2 1

21 2

4 4
cosh sinh

2 24

2 24 4
cosh sinh

2 2

2( )
( ) ; 4 0,

m n m n
c c

m n m
P

m n m n
c c

m n



 

 

 



     
    

          
    

       
               


  



2 2

1 2
2

2
2 2

2 1

4 4
cos sin

2 24

2 24 4
cos sin

2 2

n m n m
c c

m n m
P

n m n m
c c



 

 

           
         

   
      
                

 

21 22( )
( ) ; 4 0.m n

 




  


  (38) 

 اعداد ثابت و دلخواه هستند. c2و   c1،(38در رابطه )

، برای درک 1-3مشابه توضیحات ارائه شده در بخش 

( در ادامه ارائه شده 38های خاص رابطه )بهتر، نمودار حالت

برابر با صفر و   c1ضریب در حالت اولبدین منظور، است. 

صفر در نظر گرفته شده برابر با   c2در حالت دوم ضریب

 است.

1های خاص این دو حالت، برای رسم جواب 1  ،

2 1  ،2   3وk  1های فرض شده است. در شکل 

نمودارهای 6و 
1P  2ادیر برای مقn   4وm   در حالت

2Pاول و دوم نشان داده شده است. همچنین، نمودارهای   

4nبرای    3وm  برای دو حالت  8و  1های در شکل

 ت.اول و دوم ارائه شده اس



 31                                                                    حرارتبا در نظر گرفتن انتقال  یحباب گاز یلزج دارا هایجریانمعادلات امواج در  یلیتحل حل

 

 

های خاصنمودار جواب :(1) شکل
1P   در معادله

 .( در حالت اول38)

 

 
های خاصنمودار جواب :(6) شکل

1P   در معادله

 .حالت دوم( در 38)

 

 
2Pهای خاص نمودار جواب :(1) شکل   در معادله

 .حالت اول ( در38)

 

 

  

 
های خاص نمودار جواب :(8) شکل

2P   در معادله

 .حالت دوم( در 38)

 

 زبرگر -معادله کا دی وی -1-0

  کا دی معروف  های دقیق معادلهجواب ،در این قسمت

 ارائه شده است.( 33)رابطه  زبرگر-وی

(33) 1 2 1

1 1 1 1 1( )
6 6 2

x
P P P P P   

  



         

 

 :لت قبل داریممشابه دو حا

(30) 2

1 0 1 2( ) ( )
G G

P A A A
G G



 
    

کا دی معادله همراه با  (99)و ( 30) وابطبا استفاده از ر

 :شودمی زیر حاصل نتیجه ،زبرگر-وی

 (31     )                  

2

1 2

0

1 2

1

1 2

2

( )( 8 )
,

6

2 ( )
,

2( )
.

m nk
A

m
A

A

 

 

 



 



 
 











 

 :توان نوشتمی( 30( در رابطه )31) گذاری ضرایببا جای

 (32        )

2

1 2

1

2

1 2 1 2

( )( 8 )

6

2 ( ) 2( )
.

m nk
P

m G G

G G



 

 

   

 

 
 

     
    

   

 

 

   های معادله(، جواب32) و( 93) وابطر استفاده ازحال با 

 آیند.می دستبهزیر  وابطصورت ربه زبرگر -کا دی وی
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2 2

1 2
2

1 2

1
2 2

2 1

4 4
cosh sinh

2 22( ) 4

2 24 4
cosh sinh

2 2

m n m n
c c

m n m
P

m n m n
c c



 
 


 

           
          

    
      
                

 

2

21 2( )( 8 )
; 4 0,

6

m nk
m n

 

 

 
    (39 ) 

2 2

1 2
2

1 2

2
2 2

2 1

4 4
cos sin

2 22( ) 4

2 24 4
cos sin

2 2

n m n m
c c

n m m
P

n m n m
c c



 
 


 

           
          

    
      
               

 

2

21 2( )( 8 )
; 4 0,

6

m nk
m n

 

 

 
    (33 ) 

 اعداد ثابت دلخواه هستند. c2و  c1 ،آنکه در 

 گیری نتیجه  -6

انتشار امواج غیرخطی در ترکیب مایع و  ،در این مقاله

. بدین منظور، لزجت گاز مورد مطالعه قرار گرفتهای حباب

و انتقال گرما نیز در محاسبات در نظر گرفته شد.  سیال

برای توصیف فشار  ، معادله غیرخطی مرتبه چهارمسپس

چند  های دقیقجوابارائه شده و ار دامواج در مایع حباب

که کاربرد بسیار زیادی در علوم آمده  دستبهمعادله خاص 

Gبا استفاده از روش بسطختلف و مهندسی دارند م

G

 

 محاسبه گردید. 

، معادلات غیرخطی از مرتبه دوم و سوم بر اینعلاوه

های گازی حباب حاویح فشار امواج در یک مایع رای شرب

های آمدند. این معادلات حالت دستبهاز معادلات کلی 

برگرز  -و کا دی وی دی وی برگرز، کاجدیدی از معادلات 

شده در این مقاله، ارائهمعادلات با استفاده از باشند. می

و  روی مرز مایع برو انتقال گرما  لزجتاثر  بررسیامکان 

  .میسر گردیدحباب 

( 26) رابطهصورت که بهمعادله برگرز  ،طور خاصبه

یکی از معادلات اساسی در مکانیک سیالات  گردید، معرفی
توان فرآیندهای انتشار و انتقال به کمک آن میباشد که می

که در معادله کا دی وی نمود. همچنین، گرما را بررسی 
های کم ه امواج در آببه مطالع ارائه گردید،( 27رابطه )

 که دربرگرز  -معادله کا دی وی ،همچنینپردازد. عمق می
ها مانند پدیدهبسیاری از در توصیف ، ارائه شد( 28رابطه )

انتشار امواج در  و نیز های گازیجریان مایعات حاوی حباب
 کاربرد دارد. ،لزج حاوی مایعیک لوله الاستیک 

شده در نتایج ارائهو های تحلیلی جواب: تفسیر فیزیکی

ها را با انتخاب پارامترهای که دینامیک جواب این تحقیق

به کند تفسیری فیزیکی از معادلات را مناسب مشخص می

 :دهندمی ارائهزیر  شرح

های موج تراولینگ جواب 8و  1، 4، 0های شکل .1

دهند که دارای یک رفتار تکرار متناوب را نشان می

 شونده هستند.

      ونی را نشان های سالیتجواب 1و  1های شکل .2

های سولیتاری ها انواع خاصی از موجد. سالیتوندهنمی

اولیه  شکل سرعت ثابت در حین حرکت باکه  بوده

ی شبیه ذره یساختارهاهمچنین  نموده ورا حفظ  خود

 .دارند

های موج پیچشی تکین را جوابنیز  6و  2های شکل .9

نه  هستند ونه طولی دهند. این امواج نمایش می

نزدیکی سطح در موج آب در  ،عنوان مثالبه .عرضی

 ای دارند.حرکت دایره آب تقریباٌ
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