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 چکیده

معادله برگرز لزج بهه صهورت    ،یکینامید ستمیس یا هیپا میاز مفاه یریگ و با بهره یکینامید یمودها هیبا استفاده از روش تجز  پژوهش نیدر ا

 یمودها یبردار یمعادله حاکم در فضا یرسازیبر تصو یاساس، مبتن نیاست. بر هم شده لیتبد ک،یزیبر داده و ف یمبتنکاسته مدل رتبه کی

سیستم در بهازه   یزمان راتییتغ یسازهیالگو به منظور شب نی. ادیآ یبدست م یاصل یمودها یژگیبا توجه به و افتهیمدل کاهش مرتبه  دان،یم

رفتهار مهدل کمهک گرفتهه      یدارسهاز یپا یبرا یا بر مفهوم لزجت گردابه یبتنم یکردیاز رو رو نیشود. از ا یداریدچار ناپا تواند یبلند م یزمان

 سهتم یرفتهار س  یمناسهب  اریشهده و بها دقهت بسه     یمعادله اصل نیگزیبتواند جا یکاسته به درست مدل رتبه شود یاصلاح سبب م نیاست. ا شده

دقهت بهالا در محاسهبات را     ق،یه حاصل از حل دق یها یساز هیکاسته حاضر با شبحاصل از مدل رتبه جینتا سهیکند. مقا ینیبشیموردنظر را پ

 .دهد ینشان م

 یا گردابه لزجت یالگو ،یکینامید یمودها هیکاسته، معادله برگرز لزج، تجزمدل رتبه کلیدی: هایواژه
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ABSTRACT 
In this research, using the dynamic modes decomposition and using the basic concepts of the dynamical system, a 

data driven-physics informed reduced-order model has been developed for the viscous Burgers equation. 

Accordingly, based on the projection of the governing equation into the modal space, a reduced model is obtained 

according to the characteristics of the dominant modes. This model when used to simulate the field dynamics over a 

long time period, may become unstable. Therefore, an approach based on the concept of eddy viscosity closure has 

been used to stabilize the model behavior. This modification allows the reduced-order model to be a surrogate 

model of the original equation and predict the time evolution of the dynamical system with relative good accuracy. 

Comparing the results of the present reduced order model with the data obtained from the direct numerical 

simulations shows a high computational accuracy. 

 Keywords: Reduced Order Model, Viscous Burgers Equation, Dynamic Modes Decomposition, Eddy Viscosity 

Closure. 
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 مقدمه -1

نیازهای صنعت کاهش زمان  نیتر مهم امروزه یکی از

تر شدن  ها و کوتاه محاسبات است که باعث کاهش هزینه

هایی جهت  بنابراین دستیابی به روش ؛شود زمان طراحی می

برای  ازیموردنکاهش حجم محاسبات، کاهش حجم 

وری مفید از طرح،  ها و افزایش زمان بهره دهسازی دا ذخیره

های  های صورت گرفته در دهه ترین بررسی عمدهاز جمله 

را  الیس انیجر دانیم توان یم ،مثال یبرا .باشد اخیر می

که با گذر زمان دچار  یکینامید ستمیس کی عنوان به

در  ریاخ یها شرفتیکرد. پ یمعرف شود یم یتصادف راتییتغ

 یادیتوانسته تا حدود ز یمحاسبات یافزارها سخت نهیزم

 یعلاقه محققان به بررس امادهد.  هشزمان محاسبات را کا

 شیباعث افزا ،یکیزیف دهیپد کی شتریب اتیجزئ

لذا، لزوم  ؛گردد یمعادلات حاکم بر مسئله م یها یدگیچیپ

 یساز که قادر به مدل قیو دق عیسر یالگو کیبه  یابیدست

( باشد، همچنان وجود دارد. یدگیچیمسئله )با هر درجه از پ

 یحاضر برا قیتا در تحق شده استمشکلات باعث  نیا

کاسته رتبه یمسائل از الگوها یمحاسبات یها نهیکاهش هز

ها توسط روش ریاز سا شتریکه ب یاستفاده گردد. روش

 الاتیرفتار س یبررس یحوزه برا نیپژوهشگران ا

 «نهیمتعامد به هیتجز»، روش است  شدهواقع  مورداستفاده

کاهش  یبرا ها روش نیتر از متداول یکیروش  نیاست. ا

 ]2[ و همکاران یگرسلیل .]1[ رود یم به شمارمرتبه مسئله 

و  نهیمتعامد به هیروش تجز یکاسته بر مبنامدل رتبه کی

آن  یسازنهیاستفاده کرده و با به لیرفویا یطراح منظور به

 بر اساس یرخطیمدل غ کی مقاله نیرا توسعه دادند. در ا

از  یریگ شده محاسبه و با بهره یساز یخط هیتوابع پا

 یفشار سطح یبرا شده فیتعرتابع هدف  یساز نهیکم

و  انویفاگ .محاسبه شد لیرفویا نهیبه یشکل هندس ل،یرفویا

قوس پلاسما  یسازهیشب یکاسته براز مدل رتبها ]8[ یگات

و  یانصار .استفاده کردند کننده عیتوز یها در دستگاه

 نهیبه متعامد هیبا استفاده از روش تجز زین ]0[ همکاران

 یسازهیبا هدف شب یا کاستهموفق به توسعه مدل رتبه

 راتییتغ ها آنشدند.  دیاس-سرب یباتر ییایمیالکتروش

 ه،یسه مرحله تخل یرا در ط یو ولتاژ باطر دیغلظت اس

کردند. آبرو  یسازهیکاسته شباستراحت و شارژ به روش رتبه

نه و یمتعامد به یفیط هیتجز یبر رو ]۵[ و همکاران

با  ییها در لوله وارید کیمنسجم نزد یها سازه لیوتحل هیتجز

 ]9[ و همکاران یدیمؤ .انجام دادند یته پژوهشفآش انیجر

کاسته رتبه یالگو جادیجهت ا نهیمتعامد به هیاز روش تجز

استفاده  ییجابجا-نفوذو مسئله  یمسائل نفوذ دوبعد یبرا

 یبا مطالعه بر رو وهشگرانپژ ر،یاخ یهااما در سال؛ اند کرده

موفق به  ،]3 و 7[ یروش آرنولد میو تعم الاتیس کیزیف

 کینامید لیوتحل هیتجز یقدرتمند در راستا یتوسعه روش

بر  یروش که تنها مبتن نیشدند. ا یرخطیغ یها ستمیس

 ایو  قیدق یحاصل از حل عدد شده ثبت یها هیدسته نما

 و سسترهن دیابتدا توسط اشم .باشدیم یشگاهیآزما جینتا

 انیجر دانیم یکینامیبا هدف استخراج اطلاعات د ]6[

 یسازهیشب یبرا ]14[و همکاران  یرول .دیگرد یمعرف

 یمودها هیبزرگ از روش تجز اسیجت در مق کی انیجر

با  ]11[توماس و همکاران  .استفاده کردند یکینامید

 یمودها هیو تجز نهیمتعامد به هیتجز یها استفاده از روش

و حائز  یاصل یموفق به استخراج ساختارها یکینامید

اطراف  ،یها گردابه هیشده در ناح یسازهیشب انیجر تیاهم

 نیا سهیقطار در حال حرکت با سرعت بالا شده و به مقا کی

با استفاده از  ]12[دوک و همکاران  .دو روش پرداختند

 انیجر یدارینرخ رشد ناپا ،یکینامید یمودها هیروش تجز

 نیبا استفاده از ا زین ]18[ سنا .قرار دادند یموردبررسرا 

قرار داد و  یموردبررسحفره را  کیدرون  یانیروش جر

 .دیگرد یخود نوسان تیبا قابل ییمودها ییموفق به شناسا

 لیوتحل هیتجزروش به  نیبا استفاده از ا زین ]10[ ویل

 کیدرون  یانیبه وجود آمده توسط جر یاغتشاشات فشار

 هونگ و .معادل سرعت صوت پرداخت یو با سرعت فرهح

 ،یکینامید یمودها هیبا استفاده از روش تجز ]1۵[همکاران

 .پرداختند وزریفید کیدرون  ایناپا انیجر دانیبه کنترل م

 یبرا یکینامیمود د هیاز روش تجز ]19[ و همکاران یل

 نولدزیشکل در عدد ر یمربع لندریس کیاز  یعبور انیجر

 انیجر کی] 17[ سان و همکاران .استفاده کردند 22444

دو پره را با استفاده از  یباد نیتورب کی یبر رو داریناپا

 یکینامیمود د هیاز روش تجز یا گردابه یساز هیشب

روش  از ]13[ و همکاران یدیمؤ .قرار دادند یموردبررس

 یکاسته براتبهر یالگو جادیجهت ا یکینامیمود د هیتجز

اند و با  استفاده کرده ایو ناپا یدوبعد یمسئله نفوذ حرارت

 بیضر کی یبلند به ازا زمان مدتدر  یساز هیاستفاده از شب

 بیضر یاثرگذارکوتاه،  یبازه زمان کیدر  اینفوذ مشخص 
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و  یدیمؤ. کردند ینیب شیمسئله را پ دانینفوذ در م

شده  کاسته اصلاح با استفاده از روش رتبه ]16[ همکاران

 یایناپا یها انیجر نه،یمتعامد به هیبر تجز یمبتن

کردند. با استفاده از مدل  یساز هیرا شب ریناپذ تراکم

بالا  یمناسب و سرعت یبا دقت توان یها، م آن یشنهادیپ

 .کرد ینیب شیرا پ انیجر دانیم یزمان راتییتغ

مستقل از  صورت بهدو مسئله  ی، به بررسمقاله نیا در

پرداخته خواهد شد. در مسئله اول معادله برگرز لزج  گریکدی

حل شده و در مسئله دوم،  یعدد یساز هیشب با استفاده از

مود  هیبر تجز یکاسته مبتنحل آن با استفاده مدل رتبه

 توسعه ،مقاله نیا یاصل یژگیو .است  شدهانجام  یکینامید

 مشابه استهلاک ترم اعمال از یریگ بهره با کاسته رتبه مدل

 منظور به ،آشفته یها انیجر در یا گردابه لزجت مفهوم با

 نیا ریتأث یبررس نیهمچن ؛باشد یاصلاح عملکرد مدل م

بازه  یبراموردنظر  مسئله کینامید ینیب شیپ در کردیرو

یاه هینمااز محدوده  خارج یزمان
1

 منظور به کاررفته هب 

با  پژوهش نیا تفاوت .است  شده یابیرزا زین مدل، آموزش

 مدل یرو شده اعمال اصلاح اثر مطالعه میشیپ یکارها ریسا

رفتار  ینیب شیپ یبرا ،کیزیف و داده بر یمبتن کاسته رتبه

دقت و  دهنده نشان جینتا. باشد یمبلند  یبازه زمان درمسئله 

 معادلات یساز مدل یبراکاسته رتبه یالگو یبالا رعتس

 .باشد یم ییجابجا–نفوذ

 حاکم معادلات -2

بوده که با حذف  یجزئ لیفرانسیمعادله د کیمعادله برگرز 

اجتناب از  یاستوکس برا -ریفشار در معادله ناو عبارت

به سرعت و فشار  دانیم نگیاز کوپل یناش یها یدگیچیپ

رابطه  صورت بهمعادله در حالت بدون بعد  نی. ادیآ یم دست
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 میمستق یعدد یساز هیشب -3

حهل  از  حاصهل  یهها  از داده هها  هیه آوردن نما به دست یبرا

 نی. بهد اسهت   شدهمعادله برگرز لزج استفاده  میمستق یعدد

 
1 Snapshots 

از روش بالادسهت مرتبهه     یرخطیمحاسبه ترم غ یمنظور برا
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مرتبهه   ینفوذ از روش تفاضهل مرکهز   یترم خط یو برا

 :است  شدهدوم استفاده 
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-از روش رانهگ  زیه ن یزمان یریگ انتگرال یبرا نیهمچن

 یسهنج صحت .است  شدهکوتا با دقت مرتبه چهارم استفاده 

شههده و  انجههاممرجههع  جیبهها نتهها میمسههتق یکههد حههل عههدد

 باشهد  یحاصل از آن مه  یها داده قبول قابلدقت  دهنده نشان

]24[. 

پاردازش   تمیو الگاور  یکیناام ید یمودها هیتجز -0

 ها داده

توسههط  2443در سههال  یکینههامید یمودههها هیههروش تجز

بهر داده   یروش قدرتمند که مبتنه  نیشد. ا شنهادیپ دیاشم

 و یاصهل  یسهاختارها  نیهی تع یبرا یروش عنوان به باشد، یم

. مهدت  اسهت   شهده  یمعرف الیس انیجر دانیم مانندسازنده 

 ]14[ و همکهاران  یله روش، رو نیه ا یپس از معرفه  یکوتاه

عملگهر کهوپمن و    نیتخمه  یبرا یعدد کیتکن کی عنوان به

 یکینهام ید یهها  سهتم یس لیه بهه تحل  یاتصال قو کی جادیا

کاهش ابعهاد،   یها کیتکن گریبرخلاف د .پرداختند یرخطیغ

 یها استخراج مود یروش برا نیا نه،یمتعامد به هیمانند تجز

 ایه و رشهد   بهت نوسان در فرکانس ثا ،یمتجانس از نظر مکان

مود  هیتجز ن،یبنابرا؛ است  شده یدر نرخ ثابت طراح یواپاش

مدل تکامل  کیها را همراه با  از حالت یا مجموعه یکینامید

 یکینهام یمود د هیتجز روشکه  ی. از زماندهد یارائه م یخط

مختلف از جمله  یها نهیدر زم یا گسترده طور به شد یمعرف

 ریتصههوپههردازش  و کیههربات ،، علههوم اعصههابیولوژیدمیههاپ

روش قهادر بهه    نیه ا ،در واقهع  قرار گرفته است. مورداستفاده

و  دهیه چیپ یهها  سهتم یسهاختار س  لیه وتحل هیه تجزو  یبررس

بهها  دانیههاز م ینههواح ییبههوده و امکههان شناسهها  یرخطههیغ

 هیه بها تجز  وشر نیه دارد. ارا  مختلهف  یکینهام ید یرفتارها

 یدارا کیه که هر از مودها یسر کیبه  دهیچیپ یها ستمیس
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عمهل   ،هسهتند  سهتم یس یکینهام یاز رفتهار د  یجنبه متفاوت

به  ستمیس هیآنجاست که تجز تیاما نکته حائز اهم؛ کند یم

کهه   یاصهل  یمودهها  ییاز مودهها، باعهث شناسها    یسهر  کی

. دهستند، خواههد شه   ستمیس یکینامیرفتار د دهنده لیتشک

مودهها و   نیه تها بها انتخهاب ا    دیه آ یامکان فراهم م نیحال ا

 ،هسهتند  تیه اهم کهم  کهه  مودهها  گهر یداز  هها  آن یجداسهاز 

بها   نید. همچنه شهو  یبازسهاز  قیدق صورت به یاصل ستمیس

در  سهتم یرفتار س توان یم یکینامید یمودها نیاستفاده از ا

 نیاستفاده از ا یها تیاز مز یکیکرد.  ینیب شیپ زیرا ن ندهیآ

از  یاسهت کهه در برخه    نیه هها ا  روش ریبه سها  نسبتروش 

ندارد.  ستمیبه دانش درباره معادله حاکم بر س یازیمسائل، ن

از  یشههکل عنههوان بهههممکههن اسههت  یکینههامیمههود د هیههتجز

در نظر گرفته شود کهه منجهر بهه کهاهش      ستمیس ییشناسا

 یسهر  کی یکینامید مود هی. روش تجزشود ها مدل یا مرتبه

دارد. شهباهت   نهیمتعامد به هیتفاوت و شباهت با روش تجز

بهردار   یسهر  کیه است که با توجه بهه   نیدو روش در ا نیا

دو روش  نیه که ا یند. اختلافنکیعمل م ژهیو ریو مقاد ژهیو

 نهه یمتعامهد به  هیه است که در روش تجز نیبا هم دارند در ا

طبقهه  یانهرژ  سهط  از لحاظ  (مودهاحاصل ) ژهیو یبردارها

از  یامجموعه یکینامیمود د هیتجزروش  در. ندشویم یبند

فرکهانس نوسهان    کی هکه هر کدام ب شودیمودها محاسبه م

مهوردنظر   یکینهام یدر سیسهتم د اتهلاف   ایثابت و نرخ رشد 

 یوزن مشخصه  یروش مودهها دارا  نیه در ا مرتبط هسهتند. 

اسهتفاده   یبراهستند.  ژهیر ویاز مقاد یتابع ها آنبوده و وزن 

هها کهه    از داده یابهه دنبالهه   ،یکینهام یمود د هیاز روش تجز

 دانیه از م یا لحظه ریتصاو ای ها هیاز نما یا مجموعه صورت به

شهبکه   کیه شهامل   هیه اسهت. ههر نما   ازیه ن شهوند،  یمرتب م

گره بوده که در قالب بردار مرتهب خواهنهد    یدارا یمحاسبات

 موردمطالعهه  ستمیثبت شود، س هیشد. حال اگر به تعداد نما

 مرتب خواهد شد:ستون  با سطر و یسیماتر صورت به

(0)  1 1 2 3, , ,...,N
NV v v v v  

 ،tلحظهه   در انیجر دانیم انگریب بردارvدر رابطه فوق، 

1-یها سیماتردر  سپساست. 
1
NV2 و

NV  نیآخهر  بیه ترت بهه 

 :شوند یحذف م هینما نیو اول هینما

(۵) -1
1 1 2 3 -1, , ,...,N

NV v v v v  

(9) 2 2 3 4, , ,...,N
NV v v v v  

 میمستق یعدد یساز هیاز شب یورود یها داده نکهیبا فرض ا

به تکامل معادلات  یبراAسیماتر دیحاصل شده باشند با

 سیماتر نیب ،یحال با استفاده از نگاشت خط. دیآ دست

1-،اول یا لحظه یها داده
1
NV2مجموعه دوم  و

NVریز  رابطه 

 :شدبرقرار خواهد 

(7) -1
2 1
N NV AV  

است که شامل اطلاعات  یفرض یسیماتر ،Aنگاشت  سیماتر

. باشد یاست و در طول زمان ثابت م ستمیس یجیتکامل تدر

 یمتک ،A سیعبارت به ماتر دی(، با7رابطة ) یبرقرار یبرا

1- یرمربعیغ سیماتر اگرنباشد. 
1
NV  با استفاده از روش

خواهد  به دست ریرابطة ز ،شود  هیتجز ن،یتک ریمقاد هیتجز

 آمد:
-1

1V U W  (3)  

 :جهیدر نت

2
N TV AU W  (6)  

 ریه (، رابطه ز6رابطه ) نیطرف در TWو  TUضرب با

 :دیآ یم به دست

-1 -1
2

T T T NS U AU W W U V W  (14)  

 صورت به سیشبه معکوس ماتر سیاست ماتر یگفتن
1-سیماتر که آن لیداده شده است. به دل شینما 1-

TWبرخلاف W، صفر و  ریمقاد یاست پس دارا یرمربعیغ

با هم برابر بوده و  Sو  A سیماتر ژهیو ری. مقادباشد یم کی

 :دیآ یم به دست ریاز رابطة ز

1,...,i i iSy y i M  (11)  

 سیماتر ژهیو ریمقادiو ژهیبردار و انگریب ،iyرابطه نیدر ا

S از روش  آمهده  دسهت  بهه  یمکهان  یمودها نیبنابرا؛ هستند

 :شوند یمحاسبه م ریز صورت به یکینامیمود د هیتجز

i iUy  
(12)  

i i iA  

 یتمی)وابسته به زمان( با نگاشت لگار یکینامید یمودها

 خواهند آمد: به دست ریطبق رابطه ز ژهیو ریمقاد

ln( )i
i dt

 (18)  
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 ،یمکهان  یو مودهها  یزمان بیبا استفاده از محاسبه ضرا

عمههل بهها  نیهه. اشههود یزده مهه بیههتقر یبسههط خطهه کیهه

طبهق رابطهه    هینما نیدر اول یاز مودها کیهر  یرسازیتصو

 :شود یانجام م ریز

1j
t

i ija v  (10)  

 یمودهها  سیشهبکه معکهوس مهاتر    tدر رابطة فوق، 

 هیاول یها هیاز نما کیهر  یبازساز منظور بهاست.  یکینامید

 :شود یاستفاده م ریاز رابطه ز

-1
M

k
k i i i

i

V a  (1۵)  

 kV و ژهیه مقهدار و i،یشمارنده زمان kدر رابطه فوق، 

 نیه است. در روش استفاده شده در ا شده در زمانثبت هینما

 از حاصل یمودها نه،یمتعامد به هی، برخلاف روش تجزقالهم

بکهار   کاسهته  رتبهه  یها توسعه مدل یبرا که ها هینما سیماتر

 ی. مودهها کننهد  ینمه  یرویپ یاز نمودار آبشار انرژ روند، یم

تعامهد نبهوده و    تیخاصه  یادار یکینهام یمود د هیروش تجز

 .ستندین زین یمستقل خط یژگیو یدارا

ماود   هیا کاسته حاصل از روش تجزمدل رتبه -5

 یکینامید

 کیه نامیحاکم بهر د  تیکاسته، کم توسعه مدل رتبه منظور به

 یریه گ بخهش متوسهط   ازحاصل جمهع   کی صورت بهمسئله 

 :شود ینوشته م یو بخش اغتشاش یشده زمان

( , ) ( ) ( , )u x t u x u x t  (19) 

 نیگهالرک  بیه تقر بر اسهاس  توان یرا م یبخش اغتشاش

 ( نوشت:17رابطه ) صورت به

1

( , ) ( ) ( )
N

i
i

i

u x t a t x  (17)  

 ی)ماننهد مودهها   دلخهواه  یهها  هیه پاiرابطهه،   نیدر ا

 ریمقهاد  نیه ا .هسهتند  یزمهان  بیضراiaو( یمکان یکینامید

 بیه را بها تقر  لیفرانسیانتخاب شوند که معادله د یطور دیبا

روابهط مربهوب بهه بخهش      یگهذار یارضا کننهد. بها جا   یخوب

 معادلهة (، 17در رابطه ) یا لحظه دانیم یمتوسط و اغتشاش

 :دیآ یم به دست ریز

1

1

1

1

( ) ( ( ))

( ) ( )

( ) ( , ( ))

( ) ( ) ( ( ), ( )))

N
i

i

N
i

i

N
i

i

N
i j

i j
i j

d
x a t

dt

u a t x

u u a t u x

a t a t x x

 (13)  

 

 

2 2

1

1
( ( ) ( ))

Re

N
i

iu a t x   

 یمودهها رابطهه فهوق در مهزدوج ترانههاده      نیطهرف  اگر

 خواهد آمد: به دست ریضرب شوند، رابطه ز یکینامید

1

2

2

( ( ), ( )) ( ( ))

( ( ), . ( ) ( ). ) ( )

( ( ), . )

( ( ), ( ). ( )) ( ) ( )

1
( ( ), )

Re
1

( ( ), ( )) ( )
Re

N
H i
k i

H i
k i i
H
k

i j
k i j

H
k

H i
k i

d
x x a t

dt

x u x x u a t

x u u

x x x a t a t

x u

x x a t

 
(16)  

Hفوق رابطه در
k   یکینهام ید یمزدوج ترانههاده مودهها 

 گریکدیمودها نسبت به  نه،یمتعامد به هیدر روش تجزاست. 

 ن،یمقدار تک هیتعامد هستند و با استفاده از روش تجز یدارا

کرونکههر  یبخههش گههذرا بهها رابطههه دلتهها  بیضههر تیههدرنها

 ،یکینهام یمهود د  هیه امها در روش تجز ؛ شهود  یمه  یساز ساده

 سهتند، یتعامد ن یگفته شد، مودها دارا تر شیکه پ طور همان

 نیشبه متعامد لازم اسهت تها در طهرف    یالحاق هیپا کیپس 

 یالحهاق  هیه پا نیشود. اضرب  یسیماتر صورت به( 16) ةرابط

 :باشد ی( م24رابطه ) صورت به

-1(( ( ), ( ))ad H
k ix x  (24)  

معادله نسبت به زمهان ثابهت فهرض     بیضرا که ییازآنجا

 :افتی( دست 21به رابطه ) توان یشده است، پس م

(21) ( )
k

i j i
kij ki k

da
A a a B a t C

dt
 

 :که یطور به
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ad
ki kiB B ad

kij kijA A 
ad

k kC C 

 یکینهام ید سهتم یس کیه معادلهه   صورت بهمدل حاصل 

 یزمهان  یهها  مهودال در گهام   بیمحاسهبه ضهرا   یاست و بهرا 

 بیضهرا  کهه  یدرصهورت . ردیه گ یقرار مه  مورداستفادهمختلف 

حاصهل از   یکینهام یمهدل د  یزمهان  یهمان مودهها  ایمودال 

 تهوان  یمودها محاسبه شود، م یبردار یدر فضا یرسازیتصو

 یکینههامید سههتمیس یبههرا یا شههده یسههاز رابطههه گسسههته

 کرد. ینیب شیپ

از  یریا گ کاسته با بهاره  رتبه مدل یدارسازیپا -0

 یمصنوع یا بهاروش لزجت گرد

به پاسهخ   کیعلاوه بر داشتن پاسخ نزد دیباکاسته مدل رتبه

 نکهه یا اولداشته باشهد:   دیبا زیسه شرب را ن ،یاصل ستمیس

 .محهدود باشهد   یکله  یکوچک بهوده و خطها   بیتقر یخطا

و  یداریههکاسههته خههوا  پارتبههه سههتمیس نکهههیا دوم شههرب

از نظهر   ،تینها در ورا حفظ کند  یاصل ستمیس یریپذ انتقال

 هیه روش تجز ازاسهت.   صهرفه  بهه  مقهرون و  عیسهر  یمحاسبات

 کیه کهاهش مرتبهه    یبرا لوفیکرا یها و روش نیتک ریمقاد

 هیه تجز هیه بهر پا  یهها  روش. کهرد اسهتفاده   توان یم ستمیس

را  یریپهذ  انتقهال و  یداری، پامحدود بودن خطا نیتک ریمقاد

. روشسهتند ین صرفه به مقرون یبه لحاظ محاسبات یدارند ول

 ریمقهاد  هیه تجز هیبر پا یها با روش سهیدر مقا لوفیکرا یها

بهوده امها از دقهت     صهرفه  به مقرون یبه لحاظ محاسبات نیتک

 مقالهههدر  موردمطالعههه. مهدل  باشههند یبرخههوردار نمه  ییبهالا 

 ریو بها مقهاد   هیاول یها در حالت ستمیس که یدرصورتحاضر، 

از  آمهده  دسهت  بهه  جیقرار داشته باشد، نتا نییپا نولدزیعدد ر

کاسته بهر ههم    رتبه یساز لو مد میمستق یعدد یساز هیشب

امها بها   ؛ نهد یآ یمه  بهه دسهت   یدرسهت  به جیمنطبق بوده و نتا

 کهاهش ترم لزج موجود در معادلهه   اثر نولدز،یعدد ر شیافزا

کم  کاسته رتبه یکینامید ستمیاستهلاک س نیبنابرا؛ بدای یم

 مهوردنظر مسئله  کینامید ینیب شیپ درشده و ممکن است 

 نیه اصهلاح ا  منظهور  بهه  مقالهه  نیه ا درد. وش یداریدچار ناپا

 دنیرسه  یبهرا  رفتهه  ازدسهت اسهتهلاک   جبهران و  یداریناپا

 یا تههرم لزجههت گردابههه کیهه ،یداریههبههه پا سههتمیمجههدد س

. شهود  یافهزوده مه   یکینهام یبهه معادلهة سیسهتم د    یمصنوع

 یاثر مودهها  نیگزیجا عنوان به تواند یمعبارت  نیا نیهمچن

 کردیکاهش مرتبه بکار رفته و مشابه رو ندیشده در فرآ حذف

 یسهاختارها  یسهاز  مدل یآشفته برا یها انیجر یساز هیشب

. شهود اسهتفاده   ،دارنهد  یتر نییپا یکه سط  انرژ یمتجانس

 یکاسهته بهه ازا   رتبه مدل یساز داریپا یبرا موردنظر بیضر

در  یطهورکل  بهه بهوده امها    ریمتغ نولدزیمتفاوت عدد ر ریمقاد

تهرم مشهابه    نیه . ااست  شدهمقدار آن ثابت فرض  مقاله نیا

 هیه بهوده و پهس از اعمهال تجز    یعبارت نفوذ در معادله اصهل 

 یدر فضها  یرسهاز یو سهپس تصو  نیو بسهط گهالرک   نولدزیر

 یو اغتشاشه بخش متوسهط   یبرا ریروابط ز صورت بهمودال 

 :خواهد شد لیتبد ها هینما
2 2 ,k e k
B u  

(22)  
1 2 ;ki e i k
B  

. باشهد  یمه  یا لزجهت گردابهه   بیضرe، فوق ابطودر ر

 هها  آناز  یکیکه در صورت عبارات مشخص است  طور همان

در ترم  یگریکاسته لحاظ شده و د در عبارت ثابت مدل رتبه

طهرح   کیالگو ارائه  نیا ی. هدف اصلرود یمدل بکار م یخط

 کیه اسهاس   نیه با حفظ دقت مناسب اسهت کهه بهر ا    داریپا

؛ کنهد  یمه  اضهافه  هها  فرکهانس  نیرا در بالاتر یلزجت مصنوع

 یداریه پا یلازم بهرا  یانهرژ  مقهدار روش  نیه طبق ا ن،یبنابرا

 در یسهاز  از مهدل  آمده دست به ریشده و مقاد نیتأم ستمیس

با بکار بردن  .داشت خواهند یمناسب پاسخ بالا نولدزیر اعداد

کاسههته  (، مههدل رتبههه22موجههود در معادلههة ) یههها عبههارت

خواههد   لیتبد ریز صورت به (21شده، مطابق معادلة ) اصلاح

 شد:

(28)  

( )
k

i j i
kij ki k

da
A a a B a t C

dt
 

1
ki ki kiB B B  

2
k k kC C B  

 و بحث نتایج -7

و  میمسهتق  یحاصل از حل عهدد  جیبخش به ارائه نتا نیدر ا

 یکینهام یمهود د  هیه بهر تجز  یکاسهته مبتنه  رتبهه  یساز مدل

. در ابتدا معادله برگرز لزج بها اسهتفاده از   است  شدهپرداخته 

سپس بها اسهتفاده از    و شده حل میمستق یعدد یساز هیشب

معادلهه حهاکم بهر     یبهرا  نیگزیجها  ییالگو ،ستهکارتبه مدل

 معادلهه  میمسهتق  یعدد یساز هی. شباست  شده جادیا مسئله
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 ۵444و  2444، 1444، 144 نولهدز یراعهداد   یبرگرز به ازا

 :صورت به هیاول طیشرااز  یساز مدل نیا یبراشده و  انجام

(20) ( ,0) sin(2 )u x x 

 :است  شدهبهره برده  ریز شرحبه  یمرز طیشرا و

(2۵) (0, ) (1, ) 0u t u t 

حاصهل از حهل    یهها  با استفاده از داده ها هینما سیماتر

 هیه دسهته نما  کیه  شده و شهامل  جادیا ،معادله قیدق یعدد

. سهپس بها اسهتفاده از روش    باشهد  یعضو م 144 مشتمل بر

اند.  محاسبه شده یکینامید ی، مودها8در بخش  شده  یتشر

 نولهدز یعهدد ر  یازا هب یکینامیچهار مود د عیتوز (1)شکل 

 نیه در ا افتهی توسعهکاسته . مدل رتبهدهد یم شیرا نما 144

بها اسهتفاده از    موردبحهث  نولدزیر داعدا یتمام یپژوهش برا

عهدد   در، چههار مهود اول   1شده که در شکل  جادیمود ا 14

 یبه ذکهر اسهت مودهها    لازم .است  شدهآورده  144 نولدزیر

 گریکهد ینسهبت بهه    یکینهام یمهود د  هیه از روش تجز حاصل

با استفاده  یحت توان یم جهیندارند در نت یانرژ سط  یبرتر

 کرد. یرا بازساز موردنظر دانیم زینمود  0 نیاز ا

باازه   یکاساته بارا   از مدل رتباه  یریگ انتگرال -7-1

 کوتاه یزمان

 یطیشهرا  یکاسته براحاصل از مدل رتبه جیبخش نتا نیدر ا

صهورت کامهل )تمهام     آموزش مدل به یلازم برا یها که داده

ارائه خواهد شهد. در   رود، ی( بکار مها هینما سیماتر یها هیآرا

 یو بهرا  هینما 144کاسته با استفاده از  مدل رتبه طیشرا نیا

 ی. بهرا شهود  یآموزش داده مه  یواحد زمان کیمعادل  یا بازه

مههود  14از  یریههگ بهها بهههره سههتهکاحالههت مههدل رتبههه نیهها

اندازه  اب یگام زمان 1444 یبرا یریگ و انتگرال شده یبازساز

پاسهخ معادلهه    سهه یمقا 2انجام گرفته اسهت. شهکل    441/4

و  شهده  اصلاحکاسته حاصل از مدل رتبه t=1sبرگرز در زمان 

، 144 نولهدز یاعهداد ر  یبهه ازا  میمسهتق  یعهدد  یساز هیشب

 یمنظهور بررسه   . بهه دهد یرا نشان م ۵444و  2444، 1444

پاسهخ مهدل    راتییه مختلف، تغ یزمان یها رفتار مدل در گام

مشهخص   ینقطهه مکهان   کیه کاسهته معادلهه برگهرز در    رتبه

(7۵/4x=با داده ) سهه یمقا قیه دق یحاصل از حل عدد یها 

اسههت.   نشههان داده شههده 3آن در شههکل  جیشههده کههه نتهها

حاصهل   یها دقت داده ستمشخص ا شکله در طور ک همان

در  میمسهتق  یبها حهل عهدد    سهه یکاسته در مقا از مدل رتبه

 .باشد یقبول م مختلف قابل یها زمان

 

 یها هینما ازحاصل  یکینامید یمودها عیتوز .(1) شکل

 144 نولدزیر عدد در برگرز معادله حل

 باازه  یبارا  کاساته  رتباه  مدل از یریگ انتگرال -7-2

 بلند یزمان

 ینه یب شیپه  یبهرا  یتوسعه مدل منظور به رود یحال انتظار م

حاصههل بتوانههد  یالگههو، مههوردنظر مسههئله یکینههامید رفتههار
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 یهها  بهازه در  یاصهل  حهاکم  معادلهة  یبرا ینیگزیجا عنوان به

عهدد  چهون   یپارامتر مهمه  راتییتغ یبه ازا و متفاوت یزمان

در دو  یاصهل  هیمنظور از دسته نما نیبدبه کار رود.  نولدزیر

 یدیه جد یهها  هیه عضو، دسهته نما  8۵و  27 یحالت و به ازا

 منظهور  بهه  دیه جد یهها  هیه دسته نما نی. از ااست  شده جادیا

در فههرم اسههتاندارد و چههه  چههه کاسههتهآمههوزش مههدل رتبههه

 اول حالهت  در بیه ترت نیبهد . است  شده استفاده شده اصلاح

 درصهد  9۵و در حالهت دوم  ( هیه ثان 1زمان کهل )  درصد 78

 بکهار  کاسهته  رتبهه  مهدل  دقهت  شیمها آز منظهور  بهزمان کل 

 نهد یدر فرآ یزمهان  یهها  بهازه  نیه اسهت ا  روشنخواهد رفت. 

دقت مدل رتبه تواند یم یخوب بهآموزش مدل لحاظ نشده و 

 .دهد نشان را موردنظر دانیم یها داده ینیب شیپ در کاسته

 منظور بهاستاندارد  کاستهرتبه مدل جینتاارائه  بهابتدا  در

مسهئله مهوردنظر    کینامید ینیب شیعملکرد آن در پ یبررس

 پاسهخ  یزمهان  راتییه تغمنظهور   نی. بهد خواهد شهد  پرداخته

 مهدل و  قیحاصل از حل دق =7۵/4xنقطه  در برگرز معادله

کهه دسهته    یطیشهرا  در ،(نشده اصلاح) استانداردکاسته  رتبه

 یآموزش مدل بکار رفتهه و بهه ازا   یعضو برا 27با  یا هینما

 طور همان. اند شده سهیمقا 0مختلف در شکل  نولدزیاعداد ر

دقهت مهدل    شهود  یمه  دهیه شهده د  داده شینمها  جیکه در نتا

بهه   میمسهتق  یحهل عهدد   یها با داده سهیکاسته در مقا رتبه

 کیه نامید یخهوب  بهه و  افتهیبالاتر کاهش  نولدزیاعداد ر یازا

موضهو  بها    نیه ا. نکهرده اسهت   ینیب شیحاکم بر مسئله را پ

 نولهدز یشهده و مهدل در اعهداد ر    دیدر زمان تشهد  یرو شیپ

 یخهارج از بهازه زمهان    یهها  در زمان ۵444و  2444، 1444

 ریمتفاوت از مقهاد  اریبس ییها کاسته، داده آموزش مدل رتبه

 ،۵شهکل   در. دههد  یمه  جهیرا نت قیدق یحاصل از حل عدد

حاصهل از   جینتها  ،0مشهابه شهکل    تیدر موقع یانقطه یبرا

 بها  کهه  (نشده اصلاح) استاندارد کاسته تبهر  و مدل قیحل دق

 یبرا ،شده داده آموزش عضو 8۵ با یا هینما دسته از استفاده

انهههد.  شهههده  سههههیمقا ۵444و  2444، 1444، 144اعهههداد 

 نیا در شود یم دهیشده د داده شینما جیکه در نتا طور همان

حهل   یها با داده سهیکاسته در مقا مدل رتبه دقت زین طیشرا

 یزمان یها گام وبالاتر  نولدزیاعداد ر یبه ازا میمستق یعدد

حهاکم بهر    کیه نامید یخوب به نتوانسته و افتهی کاهش شتریب

 نیبهه یا سهههیمقا 0 در شههکل .کنههد ینههیب شیمسههئله را پهه

 یهها  داده و شهده  اصلاح کاسته مدل رتبهحاصل از  یها داده

 27تنهها   مورداسهتفاده  هیه که دسته نما یدر حالت قیحل دق

 نیه ا. اسهت   شهده را دارد، انجهام   یاصهل  هیه نما 144از  هینما

 معهادل  یاصل هیدر دسته نما یگام زمان نیآخر یبرا سهیمقا

دقههت مههدل  یخههوب بهههصههورت گرفتههه و  ،(t=1s)بهها زمههان 

 ،1444مختلف،  نولدزیاعداد ر یبه ازا شده اصلاحکاسته  رتبه

 را قیههدق حههل یههها داده بهها اسیههق در ۵444، 2444، 144

 کاسته  رتبه مدل طیشرا نیا در است روشن. دهد یم شینما

. است  شدهگرفته  بکاربازه بلند در  یزمان یریگ انتگرال یبرا

حاصهل از مهدل    یهها  داده نیبه  یا سهه یمقا زیه ن 7شکل  در

 ةبهاز  در میمستق یعدد یسازهیشب و شده اصلاحکاسته  رتبه

گرفتهه  انجهام   مختلهف  نولهدز یچهار عدد ر یبلند، برا یزمان

 کاسهته   رتبه دلآموزش م یبرا هینما 8۵ مدل نیا در .است

گام  نیدر آخر سهیمقا زین طیشرا نیا در .است  شدهاستفاده 

( انجام گرفته و مشهخص  یاصل  هی)مربوب به دسته نما یزمان

مهوردنظر   دانیه م یها داده ینیب شیاست که دقت مدل در پ

آمههوزش مهدل بکههار رفتههه،   یکههه بهرا  یزمهان   خهارج از بههازه 

 معادلهه  پاسهخ  یزمهان  راتییتغ نیهمچن. باشد یم قبول قابل

 یسهاز  مهدل و  قیحاصل از حل دق =7۵/4xنقطه  در برگرز

 27بها   یا هیکه دسته نما یطیشرا در شده، اصلاحکاسته  رتبه

 نولهدز یاعهداد ر  یآموزش مدل بکار رفته و بهه ازا  یعضو برا

 یبهرا  ،۹شهکل   در. انهد  شهده  سهه یمقا ،8مختلف در شهکل  

حاصهل از حهل    جینتها  ،8مشابه شهکل   تیدر موقع یا نقطه

 از اسهتفاده  بها  کهه  یا شهده  اصهلاح  کاسهته  تبهر  و مدل قیدق

اعهداد   یعضو آموزش داده شهده و بهرا   8۵ با یا هینما  دسته

 شینمها  جیاند. نتا شده  سهیمقا ۵444و  2444، 1444، 144

 گههر،ید جیمشههابه نتهها زیههن ۹و  8 یههها داده شههده در شههکل

 رفتار ینیب شیپ در شده اصلاح کاسته رتبهدقت مدل  یخوب به

 از شیبه  یزمهان  یهها  بهازه  در و مهوردنظر  مسهئله  یکینامید

 رفته استبکار  کاستهرتبه مدل آموزش یبرا که یا محدوده

 .کند یرا اثبات م
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تمام بازه  ی)مدل به ازا ،شده کاسته اصلاح رتبه  و مدل میمستق یعدد یساز هیحاصل از شب t =1s رپاسخ معادله برگرز د سهیمقا(. 2) شکل

 ۵444( د و ،2444(ج، 1444(ب ،144(الف نولدزیاعداد ر یآموزش داده شده( برا یزمان

  

 (ب( )الف(

  
 )د( )ج(

  
 )ب( )الف(

  
 )د( )ج(

در اعداد  شده، کاسته اصلاح رتبه  مدلو  میمستق یعدد یساز هیشب از حاصل ،=7۵/4xبرگرز در نقطه  عادلةم پاسخ سهیمقا .(3) شکل
 ۵444( دو  2444( ج، 1444( ب، 144( الف نولدزیر
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 )ب( )الف(

  
 )د( )ج(

 ،(نشده کاسته استاندارد )اصلاح رتبه  مدل و میمستق یعدد یساز هیحاصل از شب =7۵/4xبرگرز در نقطه  عادلةم پاسخ سهیمقا .(4) شکل
 ۵444( د و ،2444(ج، 1444(ب ،144(الف نولدزیاعداد ر یآموزش داده شده( به ازا یزمان بازه ۷27 ی)مدل به ازا

  

 )ب( )الف(

  
 )د( )ج(

کاسته استاندارد  رتبه  و مدل میمستق  یعدد یساز هی= حاصل از شب7۵/4xپاسخ معادلة برگرز در نقطه  سهی. مقا(5شکل )
 ۵44، و2444، ج( 1444، ب( 144الف(  نولدزیاعداد ر یداده شده(، به ازا آموزش یبازه زمان ۷8۵ ینشده(، )مدل به ازا )اصلاح
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 )ب( )الف(

  
 )د( (ج)

 )مدل ،شده کاسته اصلاح رتبه  مدلو  میمستق یعدد یساز هیحاصل از شب ،t = 1s ربرگرز د ةمعادل پاسخ سهیمقا .(7) شکل

 ۵444( د و ،2444(ج ،1444(ب ،144(الف نولدزیاعداد ر یآموزش داده شده( به ازا یبازه زمان ۷8۵ یازا به

  

  
 )د( )ج(

)مدل به  ،شده کاسته اصلاح رتبه  مدلو  میمستق یعدد یساز هیحاصل از شب ،t = 1s ربرگرز د معادلة پاسخ سهیمقا(. 0) شکل

 ۵444( د و ،2444(ج ،1444(ب ،144( الف نولدزیاعداد ر یآموزش داده شده( به ازا یزمان بازه کل ۷27 یازا
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 )ب( )الف(

  
 )د( )ج(

به  شده، )مدل کاسته اصلاح رتبه  مدلو  میمستق یعدد یساز هیحاصل از شب =7۵/4xبرگرز در نقطه  عادلةم پاسخ سهیمقا .(8) شکل
 ۵444( دو  ،2444( ج، 1444( ب، 144( الف نولدزیاعداد ر یآموزش داده شده(، به ازا یبازه زمان ۷27 یازا

  
 )ب( )الف(

  
 )د( )ج(

 یشده، )مدل به ازا کاسته اصلاح رتبه  مدلو  میمستق یعدد یساز هیحاصل از شب =7۵/4xبرگرز در نقطه  معادلة پاسخ سهیمقا (.۹) شکل
 ۵444( دو  ،2444( ج، 1444( ب، 144( الف نولدزیاعداد ر یآموزش داده شده(، به ازا یبازه زمان ۷8۵
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 یگیر نتیجه -8

 هیتجز بر یمبتنکاسته  رتبه یالگو کیتوسعه  به مقاله نیا در

 و ییجابجها -معهادلات نفهوذ   یسهاز مهدل  یبرا یکیمناید مود

، بها  کهرد یرو نیه . در ااسهت   شهده  پرداخته آن یداریپا اصلاح

آن، بهه   ودیه و کاستن از ق ستمیس یاصل یها یژگیاستخراج و

 یهها  یژگیکه همچنان و شده افتهی دست کمتر ابعاد با یمدل

 دهنهد  یحاصل نشان م جینتا. باشد یدارا م زیرا ن یمعادله اصل

شهده و   یداریه دچار ناپا نولدزیعدد ر شیمدل با افزا رفتارکه 

. دابه ییمه  کهاهش سیسهتم   کینامید ینیب شیآن در پ تیقابل

مشهابه بها    یکهرد یکاسته از رو مدل رتبه یدارسازیپا منظور به

 یسههازمههدل دربهها آنچههه  مشههابه یا گردابهههمفهههوم لزجههت 

 یهها  گردابهه  یسهاز  هیشب کردیرو ژهیو بهآشفته و  یها انیجر

 اضهافه شهدن  کهار بها    نی. ابرده استبهره  رود، یبکار م بزرگ

 اسهته ک و ثابت مدل رتبهه  یخط یها به عبارت دیجد ییها ترم

شهده ههم    که مدل اصلاح دنده یم نشان جینتا. ردیگ یم انجام

 یبلند دقت قابل قبهول  یکوتاه و هم در بازه زمان یدر بازه زمان

 نیه در توسعه ا ازآنجاکهدارد.  قیدق حلاز  حاصل یها با داده

آمهوزش   یهها بهرا   داده سیکاسته از ماتر رتبه یها فرم از مدل

مهدل در   ییسهنجش توانها   جهه یدر نت شهود  یمدل استفاده م

خهارج از محهدودة    یزمان یها رفتار سیستم در بازه ینیب شیپ

 تیحائر اهم اریاند، بس شده دیآموزش تول یها هیکه نما یزمان

دقهت   کاسته،رتبه مدل در اصلاح عبارات یریکارگ بهاست. با 

 زیه بلنهد ن  یزمهان  یهها  رفتار سیستم در بازه ینیب شیآن در پ

 اسهت  آن از یحهاک  هها  یبررس تینها در .است داریهمچنان پا

 زیههسههرعت محاسههبات، دقههت مههدل ن شیبهها وجههود افههزا کههه

 .باشد یم قبول قابل
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