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ABSTRACT 
In this research, using the dynamic modes decomposition and using the basic concepts of the dynamical system, a 
data driven-physics informed reduced-order model has been developed for the viscous Burgers equation. 
Accordingly, based on the projection of the governing equation into the modal space, a reduced model is obtained 
according to the characteristics of the dominant modes. This model when used to simulate the field dynamics over a 
long time period, may become unstable. Therefore, an approach based on the concept of eddy viscosity closure has 
been used to stabilize the model behavior. This modification allows the reduced-order model to be a surrogate 
model of the original equation and predict the time evolution of the dynamical system with relative good accuracy. 
Comparing the results of the present reduced order model with the data obtained from the direct numerical 
simulations shows a high computational accuracy. 

 Keywords: Reduced Order Model, Viscous Burgers Equation, Dynamic Modes Decomposition, Eddy Viscosity 
Closure. 
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 چکیده
معادله برگرز لزج بـه صـورت    ،یکینامید ستمیس يا هیپا میاز مفاه يریگ و با بهره یکینامید يمودها هیبا استفاده از روش تجز  پژوهش نیدر ا

 يمودها يبردار يمعادله حاکم در فضا يرسازیبر تصو یاساس، مبتن نیاست. بر هم شده لیتبد ک،یزیبر داده و ف یمبتنکاسته مدل رتبه کی
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رفتـار مـدل کمـک گرفتـه      يدارسـاز یپا يبرا يا بر مفهوم لزجت گردابه یبتنم يکردیاز رو رو نیشود. از ا يداریدچار ناپا تواند یبلند م یزمان
 سـتم یرفتـار س  یمناسـب  اریشـده و بـا دقـت بس ـ    یمعادله اصل نیگزیبتواند جا یکاسته به درست مدل رتبه شود یاصلاح سبب م نیاست. ا شده
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 مقدمه -1

نیازهاي صنعت کاهش زمان  نیتر مهم امروزه یکی از
تر شدن  ها و کوتاه محاسبات است که باعث کاهش هزینه

هایی جهت  بنابراین دستیابی به روش ؛شود زمان طراحی می
براي  ازیموردنکاهش حجم محاسبات، کاهش حجم 

وري مفید از طرح،  ها و افزایش زمان بهره سازي داده ذخیره
هاي  هاي صورت گرفته در دهه ترین بررسی عمدهاز جمله 
را  الیس انیجر دانیم توان یم ،مثال يبرا .باشد اخیر می

که با گذر زمان دچار  یکینامید ستمیس کی عنوان به
در  ریاخ يها شرفتیکرد. پ یمعرف شود یم یتصادف راتییتغ
 يادیتوانسته تا حدود ز یمحاسبات يافزارها سخت نهیزم

 یعلاقه محققان به بررس امادهد.  هشزمان محاسبات را کا
 شیباعث افزا ،یکیزیف دهیپد کی شتریب اتیجزئ

لذا، لزوم  ؛گردد یمعادلات حاکم بر مسئله م يها یدگیچیپ
 يساز که قادر به مدل قیو دق عیسر يالگو کیبه  یابیدست

) باشد، همچنان وجود دارد. یدگیچیمسئله (با هر درجه از پ
 يحاضر برا قیتا در تحق شده استمشکلات باعث  نیا

کاسته رتبه يمسائل از الگوها یمحاسبات يها نهیکاهش هز
ها توسط روش ریاز سا شتریکه ب یاستفاده گردد. روش

 الاتیرفتار س یبررس يحوزه برا نیپژوهشگران ا
 »نهیمتعامد به هیتجز«، روش است  شدهواقع  مورداستفاده

کاهش  يبرا ها روش نیتر از متداول یکیروش  نیاست. ا
 ]2[ و همکاران یگرسلیل .]1[ رود یم به شمارمرتبه مسئله 

و  نهیمتعامد به هیروش تجز يکاسته بر مبنامدل رتبه کی
آن  يسازنهیاستفاده کرده و با به لیرفویا یطراح منظور به

 بر اساس یرخطیمدل غ کی مقاله نیرا توسعه دادند. در ا
از  يریگ شده محاسبه و با بهره يساز یخط هیتوابع پا

 یفشار سطح يبرا شده فیتعرتابع هدف  يساز نهیکم
و  انویفاگ .محاسبه شد لیرفویا نهیبه یشکل هندس ل،یرفویا

قوس پلاسما  يسازهیشب يکاسته براز مدل رتبها ]3[ یگات
و  يانصار .استفاده کردند کننده عیتوز يها در دستگاه

 نهیبه متعامد هیبا استفاده از روش تجز زین ]4[ همکاران
 يسازهیبا هدف شب يا کاستهموفق به توسعه مدل رتبه

 راتییتغ ها آنشدند.  دیاس-سرب يباتر ییایمیالکتروش
 ه،یسه مرحله تخل یرا در ط يو ولتاژ باطر دیغلظت اس

کردند. آبرو  يسازهیکاسته شباستراحت و شارژ به روش رتبه
نه و یمتعامد به یفیط هیتجز يبر رو ]5[ و همکاران

با  ییها در لوله وارید کیمنسجم نزد يها سازه لیوتحل هیتجز
 ]6[ و همکاران يدیمؤ .انجام دادند یته پژوهشفآش انیجر

کاسته رتبه يالگو جادیجهت ا نهیمتعامد به هیاز روش تجز
استفاده  ییجابجا-نفوذو مسئله  يمسائل نفوذ دوبعد يبرا

 يبا مطالعه بر رو وهشگرانپژ ر،یاخ يهااما در سال؛ اند کرده
موفق به  ،]8 و 7[ يروش آرنولد میو تعم الاتیس کیزیف

 کینامید لیوتحل هیتجز يقدرتمند در راستا یتوسعه روش
بر  یروش که تنها مبتن نیشدند. ا یرخطیغ يها ستمیس

 ایو  قیدق يحاصل از حل عدد شده ثبت يها هیدسته نما
 و سسترهن دیابتدا توسط اشم .باشدیم یشگاهیآزما جینتا
 انیجر دانیم یکینامیبا هدف استخراج اطلاعات د ]9[

 يسازهیشب يبرا ]10[و همکاران  یرول .دیگرد یمعرف
 يمودها هیبزرگ از روش تجز اسیجت در مق کی انیجر

با  ]11[توماس و همکاران  .استفاده کردند یکینامید
 يمودها هیو تجز نهیمتعامد به هیتجز يها استفاده از روش

و حائز  یاصل يموفق به استخراج ساختارها یکینامید
اطراف  ،يها گردابه هیشده در ناح يسازهیشب انیجر تیاهم

 نیا سهیقطار در حال حرکت با سرعت بالا شده و به مقا کی
با استفاده از  ]12[دوك و همکاران  .دو روش پرداختند

 انیجر يدارینرخ رشد ناپا ،یکینامید يمودها هیروش تجز
 نیبا استفاده از ا زین ]13[ سنا .قرار دادند یموردبررسرا 

قرار داد و  یموردبررسحفره را  کیدرون  یانیروش جر
 .دیگرد یخود نوسان تیبا قابل ییمودها ییموفق به شناسا

 لیوتحل هیتجزروش به  نیبا استفاده از ا زین ]14[ ویل
 کیدرون  یانیبه وجود آمده توسط جر ياغتشاشات فشار

 هونگ و .معادل سرعت صوت پرداخت یو با سرعت فرهح
 ،یکینامید يمودها هیبا استفاده از روش تجز ]15[همکاران

 .پرداختند وزریفید کیدرون  ایناپا انیجر دانیبه کنترل م
 يبرا یکینامیمود د هیاز روش تجز ]16[ و همکاران یل

 نولدزیشکل در عدد ر یمربع لندریس کیاز  يعبور انیجر
 انیجر کی] 17[ سان و همکاران .استفاده کردند 22000

دو پره را با استفاده از  يباد نیتورب کی يبر رو داریناپا
 یکینامیمود د هیاز روش تجز يا گردابه يساز هیشب

روش  از ]18[ و همکاران يدیمؤ .قرار دادند یموردبررس
 يکاسته براتبهر يالگو جادیجهت ا یکینامیمود د هیتجز

اند و با  استفاده کرده ایو ناپا يدوبعد یمسئله نفوذ حرارت
 بیضر کی يبلند به ازا زمان مدتدر  يساز هیاستفاده از شب

 بیضر ياثرگذارکوتاه،  یبازه زمان کیدر  اینفوذ مشخص 
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و  يدیمؤ. کردند ینیب شیمسئله را پ دانینفوذ در م
شده  کاسته اصلاح با استفاده از روش رتبه ]19[ همکاران

 يایناپا يها انیجر نه،یمتعامد به هیبر تجز یمبتن
کردند. با استفاده از مدل  يساز هیرا شب ریناپذ تراکم

بالا  یمناسب و سرعت یبا دقت توان یها، م آن يشنهادیپ
 .کرد ینیب شیرا پ انیجر دانیم یزمان راتییتغ

مستقل از  صورت بهدو مسئله  ی، به بررسمقاله نیا در
پرداخته خواهد شد. در مسئله اول معادله برگرز لزج  گریکدی

حل شده و در مسئله دوم،  يعدد يساز هیشب با استفاده از
مود  هیبر تجز یکاسته مبتنحل آن با استفاده مدل رتبه

 توسعه ،مقاله نیا یاصل یژگیو .است  شدهانجام  یکینامید
 مشابه استهلاك ترم اعمال از يریگ بهره با کاسته رتبه مدل

 منظور به ،آشفته يها انیجر در يا گردابه لزجت مفهوم با
 نیا ریتأث یبررس نیهمچن ؛باشد یاصلاح عملکرد مدل م

بازه  يبراموردنظر  مسئله کینامید ینیب شیپ در کردیرو

 منظور به کاررفته هب 1ياه هینمااز محدوده  خارج یزمان
با  پژوهش نیا تفاوت .است  شده یابیرزا زین مدل، آموزش

 مدل يرو شده اعمال اصلاح اثر مطالعه میشیپ يکارها ریسا
رفتار  ینیب شیپ يبرا ،کیزیف و داده بر یمبتن کاسته رتبه

دقت و  دهنده نشان جینتا. باشد یمبلند  یبازه زمان درمسئله 
 معادلات يساز مدل يبراکاسته رتبه يالگو يبالا رعتس

 .باشد یم ییجابجا–نفوذ

 حاکم معادلات -2

بوده که با حذف  یجزئ لیفرانسیمعادله د کیمعادله برگرز 
اجتناب از  ياستوکس برا -ریفشار در معادله ناو عبارت

به سرعت و فشار  دانیم نگیاز کوپل یناش يها یدگیچیپ
رابطه  صورت بهمعادله در حالت بدون بعد  نی. ادیآ یم دست
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 میمستق يعدد يساز هیشب -3

حـل  از  حاصـل  يهـا  از داده هـا  هی ـآوردن نما به دست يبرا
 نی. بـد اسـت   شدهمعادله برگرز لزج استفاده  میمستق يعدد
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مرتبـه   ينفوذ از روش تفاضـل مرکـز   یترم خط يو برا
 :است  شدهدوم استفاده 

)3( 
2

1 -1
2 2

- 2 -i i iu u uu

x x



 

 

-از روش رانـگ  زی ـن یزمان يریگ انتگرال يبرا نیهمچن
 یسـنج صحت .است  شدهکوتا با دقت مرتبه چهارم استفاده 

شــده و  انجــاممرجــع  جیبــا نتــا میمســتق يکــد حــل عــدد
 باشـد  یحاصل از آن م ـ يها داده قبول قابلدقت  دهنده نشان

]20[. 

پـردازش   تمیو الگـور  یکینـام ید يمودها هیتجز -4
 ها داده

ــروش تجز ــا هی ــامید يموده ــال  یکین توســط  2008در س
بـر داده   یروش قدرتمند که مبتن ـ نیشد. ا شنهادیپ دیاشم

 و یاصـل  يسـاختارها  نیـی تع يبرا یروش عنوان به باشد، یم
. مـدت  اسـت   شـده  یمعرف الیس انیجر دانیم مانندسازنده 

 ]10[ و همکـاران  یل ـروش، رو نی ـا یپس از معرف ـ یکوتاه
عملگـر کـوپمن و    نیتخم ـ يبرا يعدد کیتکن کی عنوان به
 یکینـام ید يهـا  سـتم یس لی ـبـه تحل  ياتصال قو کی جادیا
کاهش ابعـاد،   يها کیتکن گریبرخلاف د .پرداختند یرخطیغ

 يها استخراج مود يروش برا نیا نه،یمتعامد به هیمانند تجز
 ای ـو رشـد   بـت نوسان در فرکانس ثا ،یمتجانس از نظر مکان

مود  هیتجز ن،یبنابرا؛ است  شده یدر نرخ ثابت طراح یواپاش
مدل تکامل  کیها را همراه با  از حالت يا مجموعه یکینامید

 یکینـام یمود د هیتجز روشکه  ی. از زماندهد یارائه م یخط
مختلف از جمله  يها نهیدر زم يا گسترده طور به شد یمعرف

ــاپ ــوم اعصــابيولوژیدمی ــربات ،، عل ــردازش  و کی  ریتصــوپ
روش قـادر بـه    نی ـا ،در واقـع  قرار گرفته است. مورداستفاده

و  دهی ـچیپ يهـا  سـتم یسـاختار س  لی ـوتحل هی ـتجزو  یبررس
ــان شناســا  یرخطــیغ ــوده و امک ــواح ییب ــاز م ین ــا  دانی ب

 هی ـبـا تجز  وشر نی ـدارد. ارا  مختلـف  یکینـام ید يرفتارها
 يدارا کی ـکه هر از مودها يسر کیبه  دهیچیپ يها ستمیس
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عمـل   ،هسـتند  سـتم یس یکینـام یاز رفتـار د  یجنبه متفاوت
به  ستمیس هیآنجاست که تجز تیاما نکته حائز اهم؛ کند یم
کـه   یاصـل  يمودهـا  ییاز مودهـا، باعـث شناسـا    يسـر  کی

. دهستند، خواهـد ش ـ  ستمیس یکینامیرفتار د دهنده لیتشک
مودهـا و   نی ـتـا بـا انتخـاب ا    دی ـآ یامکان فراهم م نیحال ا

 ،هسـتند  تی ـاهم کـم  کـه  مودهـا  گـر یداز  هـا  آن يجداسـاز 
بـا   نید. همچن ـشـو  يبازسـاز  قیدق صورت به یاصل ستمیس

در  سـتم یرفتار س توان یم یکینامید يمودها نیاستفاده از ا
 نیاستفاده از ا يها تیاز مز یکیکرد.  ینیب شیپ زیرا ن ندهیآ

از  یاسـت کـه در برخ ـ   نی ـهـا ا  روش ریبه سـا  نسبتروش 
ندارد.  ستمیبه دانش درباره معادله حاکم بر س يازیمسائل، ن

از  یشــکل عنــوان بــهممکــن اســت  یکینــامیمــود د هیــتجز
در نظر گرفته شود کـه منجـر بـه کـاهش      ستمیس ییشناسا
 يسـر  کی یکینامید مود هی. روش تجزشود ها مدل يا مرتبه

دارد. شـباهت   نهیمتعامد به هیتفاوت و شباهت با روش تجز
بـردار   يسـر  کی ـاست که با توجه بـه   نیدو روش در ا نیا
دو روش  نی ـکه ا یند. اختلافنکیعمل م ژهیو ریو مقاد ژهیو

 نـه یمتعامـد به  هی ـاست که در روش تجز نیبا هم دارند در ا
طبقـه  يانـرژ  سـطح از لحاظ  )مودهاحاصل ( ژهیو يبردارها

از  يامجموعه یکینامیمود د هیتجزروش  در. ندشویم يبند
فرکـانس نوسـان    کی هکه هر کدام ب شودیمودها محاسبه م
مـوردنظر   یکینـام یدر سیسـتم د اتـلاف   ایثابت و نرخ رشد 
 یوزن مشخص ـ يروش مودهـا دارا  نی ـدر ا مرتبط هسـتند. 

اسـتفاده   يبراهستند.  ژهیر ویاز مقاد یتابع ها آنبوده و وزن 
هـا کـه    از داده يابـه دنبالـه   ،یکینـام یمود د هیاز روش تجز

 دانی ـاز م يا لحظه ریتصاو ای ها هیاز نما يا مجموعه صورت به
شـبکه   کی ـشـامل   هی ـاسـت. هـر نما   ازی ـن شـوند،  یمرتب م
گره بوده که در قالب بردار مرتـب خواهنـد    يدارا یمحاسبات

 موردمطالعـه  ستمیثبت شود، س هیشد. حال اگر به تعداد نما
 مرتب خواهد شد:ستون  با سطر و یسیماتر صورت به

)4(  1 1 2 3, , ,...,N
NV v v v v     

 ،tلحظـه   در انیجر دانیم انگریب بردارvدر رابطه فوق، 

1-يها سیماتردر  سپساست. 
1
NV2 و

NV  نیآخـر  بی ـترت بـه 
 :شوند یحذف م هینما نیو اول هینما

)5( -1
1 1 2 3 -1, , ,...,N

NV v v v v     

)6( 2 2 3 4, , ,...,N
NV v v v v     

 میمستق يعدد يساز هیاز شب يورود يها داده نکهیبا فرض ا
به تکامل معادلات  يبراAسیماتر دیحاصل شده باشند با

 سیماتر نیب ،یحال با استفاده از نگاشت خط. دیآ دست

1-،اول يا لحظه يها داده
1
NV2مجموعه دوم  و

NVریز  رابطه 
 :شدبرقرار خواهد 

)7( -1
2 1
N NV AV  

است که شامل اطلاعات  یفرض یسیماتر ،Aنگاشت  سیماتر
. باشد یاست و در طول زمان ثابت م ستمیس یجیتکامل تدر

 یمتک ،A سیعبارت به ماتر دی)، با7رابطۀ ( يبرقرار يبرا

1- یرمربعیغ سیماتر اگرنباشد. 
1
NV  با استفاده از روش

خواهد  به دست ریرابطۀ ز ،شود  هیتجز ن،یتک ریمقاد هیتجز
 آمد:

-1
1V U W    )8(  

 :جهیدر نت

2
N TV AU W   )9(  

 ری ـ)، رابطه ز9رابطه ( نیطرف در TWو  TUضرب با
 :دیآ یم به دست

-1 -1
2

T T T NS U AU W W U V W      )10(  

 صورت به سیشبه معکوس ماتر سیاست ماتر یگفتن
-1 1-سیماتر که آن لیداده شده است. به دل شینما

TWبرخلاف W، صفر و  ریمقاد ياست پس دارا یرمربعیغ
با هم برابر بوده و  Sو  A سیماتر ژهیو ری. مقادباشد یم کی

 :دیآ یم به دست ریاز رابطۀ ز
1,...,i i iSy y i M   )11(  

 سیماتر ژهیو ریمقادiو ژهیبردار و انگریب ،iyرابطه نیدر ا
S از روش  آمـده  دسـت  بـه  یمکـان  يمودها نیبنابرا؛ هستند

 :شوند یمحاسبه م ریز صورت به یکینامیمود د هیتجز

i iUy   
)12(  

i i iA    

 یتمی(وابسته به زمان) با نگاشت لگار یکینامید يمودها
 خواهند آمد: به دست ریطبق رابطه ز ژهیو ریمقاد

ln( )i
i dt


   )13(  
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 ،یمکـان  يو مودهـا  یزمان بیبا استفاده از محاسبه ضرا
ــ ــتقر یبســط خطــ کی ــ بی ــود یزده م ــ. اش ــا  نی ــل ب عم

طبـق رابطـه    هینما نیدر اول ياز مودها کیهر  يرسازیتصو
 :شود یانجام م ریز

1j

t
i ija v  )14(  

 يمودهـا  سیشـبکه معکـوس مـاتر    tدر رابطۀ فوق، 
 هیاول يها هیاز نما کیهر  يبازساز منظور بهاست.  یکینامید

 :شود یاستفاده م ریاز رابطه ز

-1
M

k
k i i i

i

V a     )15(  

 kV و ژهی ـمقدار وi،یشمارنده زمان kدر رابطه فوق، 
 نی ـاست. در روش استفاده شده در ا شده در زمانثبت هینما

 از حاصل يمودها نه،یمتعامد به هی، برخلاف روش تجزقالهم
بکـار   کاسـته  رتبـه  يها توسعه مدل يبرا که ها هینما سیماتر

 ي. مودهـا کننـد  ینم ـ يرویپ ياز نمودار آبشار انرژ روند، یم
تعامـد نبـوده و    تیخاص ـ يادار یکینـام یمود د هیروش تجز

 .ستندین زین یمستقل خط یژگیو يدارا

 ـکاسته حاصل از روش تجزمدل رتبه -5 مـود   هی

 یکینامید

 کی ـنامیحاکم بـر د  تیکاسته، کم توسعه مدل رتبه منظور به
 يری ـگ بخـش متوسـط   ازحاصل جمـع   کی صورت بهمسئله 

 :شود ینوشته م یو بخش اغتشاش یشده زمان

( , ) ( ) ( , )u x t u x u x t   )16( 

 نیگـالرک  بی ـتقر بر اسـاس  توان یرا م یبخش اغتشاش
 ) نوشت:17رابطه ( صورت به

1

( , ) ( ) ( )
N

i
i

i

u x t a t x


    )17(  

 ي(ماننـد مودهـا   دلخـواه  يهـا  هی ـپاiرابطـه،   نیدر ا
 ریمقـاد  نی ـا .هسـتند  یزمـان  بیضراiaو) یمکان یکینامید
 بی ـرا بـا تقر  لیفرانسیانتخاب شوند که معادله د يطور دیبا

روابـط مربـوط بـه بخـش      يگـذار یارضا کننـد. بـا جا   یخوب
 معادلـۀ )، 17در رابطه ( يا لحظه دانیم یمتوسط و اغتشاش

 :دیآ یم به دست ریز

1

1

1

1

( ) ( ( ))

( ) ( )

( ) ( , ( ))

( ) ( ) ( ( ), ( )))

N
i

i

N
i

i

N
i

i

N
i j

i j
i j

d
x a t

dt

u a t x

u u a t u x

a t a t x x







 
 

 

  

    

   









 )18(  

 
 

2 2

1

1
( ( ) ( ))

Re

N
i

iu a t x     

 يمودهـا رابطـه فـوق در مـزدوج ترانهـاده      نیطـرف  اگر
 خواهد آمد: به دست ریضرب شوند، رابطه ز یکینامید

1

2

2

( ( ), ( )) ( ( ))

( ( ), . ( ) ( ). ) ( )

( ( ), . )

( ( ), ( ). ( )) ( ) ( )

1
( ( ), )

Re
1

( ( ), ( )) ( )
Re

N
H i
k i

H i
k i i
H
k

i j
k i j

H
k

H i
k i

d
x x a t

dt
x u x x u a t

x u u

x x x a t a t

x u

x x a t

 

  



  



 

 

    

 

  

  

 



 )19(  

Hفوق رابطه در
k   یکینـام ید يمزدوج ترانهـاده مودهـا 

 گریکدیمودها نسبت به  نه،یمتعامد به هیدر روش تجزاست. 
 ن،یمقدار تک هیتعامد هستند و با استفاده از روش تجز يدارا

ــدرنها ــا  بیضــر تی ــا رابطــه دلت کرونکــر  يبخــش گــذرا ب
 ،یکینـام یمـود د  هی ـامـا در روش تجز ؛ شـود  یم ـ يساز ساده
 سـتند، یتعامد ن يگفته شد، مودها دارا تر شیکه پ طور همان
 نیشبه متعامد لازم اسـت تـا در طـرف    یالحاق هیپا کیپس 
 یالحـاق  هی ـپا نیشود. اضرب  یسیماتر صورت به) 19( ۀرابط

 :باشد ی) م20رابطه ( صورت به
-1(( ( ), ( ))ad H

k ix x  
   )20(  

معادله نسبت به زمـان ثابـت فـرض     بیضرا که ییازآنجا
 :افتی) دست 21به رابطه ( توان یشده است، پس م

)21( ( )
k

i j i
kij ki k

da
A a a B a t C

dt
     

  

 :که يطور به
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ad
ki kiB B  ad

kij kijA A  
ad

k kC C  

 یکینـام ید سـتم یس کی ـمعادلـه   صورت بهمدل حاصل 
 یزمـان  يهـا  مـودال در گـام   بیمحاسـبه ضـرا   ياست و بـرا 

 بیضـرا  کـه  یدرصـورت . ردی ـگ یقرار م ـ مورداستفادهمختلف 
حاصـل از   یکینـام یمـدل د  یزمـان  يهمان مودهـا  ایمودال 

 تـوان  یمودها محاسبه شود، م يبردار يدر فضا يرسازیتصو
ــرا يا شــده يســاز رابطــه گسســته ــامید ســتمیس يب  یکین

 کرد. ینیب شیپ

 ـگ کاسته با بهـره  رتبه مدل يدارسازیپا -6 از  يری
 یمصنوع يا بهاروش لزجت گرد

به پاسـخ   کیعلاوه بر داشتن پاسخ نزد دیباکاسته مدل رتبه
 نکـه یا اولداشته باشـد:   دیبا زیسه شرط را ن ،یاصل ستمیس

 .محـدود باشـد   یکل ـ يکوچک بـوده و خطـا   بیتقر يخطا
و  يداریــکاســته خــواص پارتبــه ســتمیس نکــهیا دوم شــرط
از نظـر   ،تینها در ورا حفظ کند  یاصل ستمیس يریپذ انتقال

 هی ـروش تجز ازاسـت.   صـرفه  بـه  مقـرون و  عیسـر  یمحاسبات
 کی ـکـاهش مرتبـه    يبرا لوفیکرا يها و روش نیتک ریمقاد

 هی ـتجز هی ـبـر پا  يهـا  روش. کـرد اسـتفاده   توان یم ستمیس
را  يریپـذ  انتقـال و  يداری، پامحدود بودن خطا نیتک ریمقاد

. روشسـتند ین صرفه به مقرون یبه لحاظ محاسبات یدارند ول
 ریمقـاد  هی ـتجز هیبر پا يها با روش سهیدر مقا لوفیکرا يها
بـوده امـا از دقـت     صـرفه  به مقرون یبه لحاظ محاسبات نیتک

 مقالــهدر  موردمطالعــه. مـدل  باشــند یبرخــوردار نم ـ ییبـالا 
 ریو بـا مقـاد   هیاول يها در حالت ستمیس که یدرصورتحاضر، 
از  آمـده  دسـت  بـه  جیقرار داشته باشد، نتا نییپا نولدزیعدد ر

کاسته بـر هـم    رتبه يساز لو مد میمستق يعدد يساز هیشب
امـا بـا   ؛ نـد یآ یم ـ بـه دسـت   یدرسـت  به جیمنطبق بوده و نتا

 کـاهش ترم لزج موجود در معادلـه   اثر نولدز،یعدد ر شیافزا
کم  کاسته رتبه یکینامید ستمیاستهلاك س نیبنابرا؛ بدای یم

 مـوردنظر مسئله  کینامید ینیب شیپ درشده و ممکن است 
 نی ـاصـلاح ا  منظـور  بـه  مقالـه  نی ـا درد. وش يداریدچار ناپا

 دنیرس ـ يبـرا  رفتـه  ازدسـت اسـتهلاك   جبـران و  يداریناپا
 يا تــرم لزجــت گردابــه کیــ ،يداریــبــه پا ســتمیمجــدد س

. شـود  یافـزوده م ـ  یکینـام یبـه معادلـۀ سیسـتم د    یمصنوع
 ياثر مودهـا  نیگزیجا عنوان به تواند یمعبارت  نیا نیهمچن

 کردیکاهش مرتبه بکار رفته و مشابه رو ندیشده در فرآ حذف
 يسـاختارها  يسـاز  مدل يآشفته برا يها انیجر يساز هیشب

. شـود اسـتفاده   ،دارنـد  يتر نییپا يکه سطح انرژ یمتجانس
 يکاسـته بـه ازا   رتبه مدل يساز داریپا يبرا موردنظر بیضر

در  یطـورکل  بـه بـوده امـا    ریمتغ نولدزیمتفاوت عدد ر ریمقاد
تـرم مشـابه    نی ـ. ااست  شدهمقدار آن ثابت فرض  مقاله نیا

 هی ـبـوده و پـس از اعمـال تجز    یعبارت نفوذ در معادله اصـل 
 يدر فضـا  يرسـاز یو سـپس تصو  نیو بسـط گـالرک   نولدزیر

 یو اغتشاش ـبخش متوسـط   يبرا ریروابط ز صورت بهمودال 
 :خواهد شد لیتبد ها هینما

2 2 ,k e kB u      
)22(  

1 2 ;ki e i kB        

. باشـد  یم ـ يا لزجـت گردابـه   بیضرe، فوق ابطودر ر
 هـا  آناز  یکیکه در صورت عبارات مشخص است  طور همان

در ترم  يگریکاسته لحاظ شده و د در عبارت ثابت مدل رتبه
طـرح   کیالگو ارائه  نیا ی. هدف اصلرود یمدل بکار م یخط

 کی ـاسـاس   نی ـبا حفظ دقت مناسب اسـت کـه بـر ا    داریپا
؛ کنـد  یم ـ اضـافه  هـا  فرکـانس  نیرا در بالاتر یلزجت مصنوع

 يداری ـپا يلازم بـرا  يانـرژ  مقـدار روش  نی ـطبق ا ن،یبنابرا
 در يسـاز  از مـدل  آمده دست به ریشده و مقاد نیتأم ستمیس

با بکار بردن  .داشت خواهند یمناسب پاسخ بالا نولدزیر اعداد
ــۀ ( يهــا عبــارت کاســته  )، مــدل رتبــه22موجــود در معادل
خواهـد   لیتبد ریز صورت به )21شده، مطابق معادلۀ ( اصلاح

 شد:

)23(  

( )
k

i j i
kij ki k

da
A a a B a t C

dt
     

 

  

1
ki ki kiB B B 


  

2
k k kC C B 


  

 و بحث نتایج -7

و  میمسـتق  يحاصل از حل عـدد  جیبخش به ارائه نتا نیدر ا
 یکینـام یمـود د  هی ـبـر تجز  یکاسـته مبتن ـ رتبـه  يساز مدل

. در ابتدا معادله برگرز لزج بـا اسـتفاده از   است  شدهپرداخته 
سپس بـا اسـتفاده از    و شده حل میمستق يعدد يساز هیشب

معادلـه حـاکم بـر     يبـرا  نیگزیجـا  ییالگو ،ستهکارتبه مدل
 معادلـه  میمسـتق  يعدد يساز هی. شباست  شده جادیا مسئله
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 5000و  2000، 1000، 100 نولـدز یراعـداد   يبرگرز به ازا
 :صورت به هیاول طیشرااز  يساز مدل نیا يبراشده و  انجام

)24( ( , 0) sin(2 )u x x 

 :است  شدهبهره برده  ریز شرحبه  يمرز طیشرا و

)25( (0, ) (1, ) 0u t u t  

حاصـل از حـل    يهـا  با استفاده از داده ها هینما سیماتر
 هی ـدسـته نما  کی ـ شده و شـامل  جادیا ،معادله قیدق يعدد

. سـپس بـا اسـتفاده از روش    باشـد  یعضو م 100 مشتمل بر
اند.  محاسبه شده یکینامید ي، مودها3در بخش  شده حیتشر

 نولـدز یعـدد ر  يازا هب یکینامیچهار مود د عیتوز )1(شکل 
 نی ـدر ا افتهی توسعهکاسته . مدل رتبهدهد یم شیرا نما 100

بـا اسـتفاده از    موردبحـث  نولدزیر داعدا یتمام يپژوهش برا
عـدد   در، چهـار مـود اول   1شده که در شکل  جادیمود ا 10

 يبه ذکـر اسـت مودهـا    لازم .است  شدهآورده  100 نولدزیر
 گریکـد ینسـبت بـه    یکینـام یمـود د  هی ـاز روش تجز حاصل

با استفاده  یحت توان یم جهیندارند در نت يانرژ سطح يبرتر
 کرد. يرا بازساز موردنظر دانیم زینمود  4 نیاز ا

بـازه   يکاسـته بـرا   از مدل رتبـه  يریگ انتگرال -7-1
 کوتاه یزمان

 یطیشـرا  يکاسته براحاصل از مدل رتبه جیبخش نتا نیدر ا
صـورت کامـل (تمـام     آموزش مدل به يلازم برا يها که داده

ارائه خواهد شـد. در   رود، ی) بکار مها هینما سیماتر يها هیآرا
 يو بـرا  هینما 100کاسته با استفاده از  مدل رتبه طیشرا نیا

 ي. بـرا شـود  یآموزش داده م ـ یواحد زمان کیمعادل  يا بازه
مــود  10از  يریــگ بــا بهــره ســتهکاحالــت مــدل رتبــه نیــا

اندازه  اب یگام زمان 1000 يبرا يریگ و انتگرال شده يبازساز
پاسـخ معادلـه    سـه یمقا 2انجام گرفته اسـت. شـکل    001/0

و  شـده  اصلاحکاسته حاصل از مدل رتبه t=1sبرگرز در زمان 
، 100 نولـدز یاعـداد ر  يبـه ازا  میمسـتق  يعـدد  يساز هیشب

 یمنظـور بررس ـ  . بـه دهد یرا نشان م 5000و  2000، 1000
پاسـخ مـدل    راتیی ـمختلف، تغ یزمان يها رفتار مدل در گام

مشـخص   ینقطـه مکـان   کی ـکاسـته معادلـه برگـرز در    رتبه
)75/0x=سـه یمقا قی ـدق يحاصل از حل عدد يها ) با داده 

ــا اســت.   نشــان داده شــده 3آن در شــکل  جیشــده کــه نت

حاصـل   يها دقت داده ستمشخص ا شکله در طور ک همان
در  میمسـتق  يبـا حـل عـدد    سـه یکاسته در مقا از مدل رتبه

 .باشد یقبول م مختلف قابل يها زمان

 
 يها هینما ازحاصل  یکینامید يمودها عیتوز .)1( شکل

 100 نولدزیر عدد در برگرز معادله حل
 بـازه  يبـرا  کاسـته  رتبـه  مدل از يریگ انتگرال -7-2

 بلند یزمان

 ین ـیب شیپ ـ يبـرا  یتوسعه مدل منظور به رود یحال انتظار م
حاصــل بتوانــد  يالگــو، مــوردنظر مســئله یکینــامید رفتــار
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 يهـا  بـازه در  یاصـل  حـاکم  معادلـۀ  يبرا ینیگزیجا عنوان به
عـدد  چـون   یپارامتر مهم ـ راتییتغ يبه ازا و متفاوت یزمان

در دو  یاصـل  هیمنظور از دسته نما نیبدبه کار رود.  نولدزیر
 يدی ـجد يهـا  هی ـعضو، دسـته نما  35و  27 يحالت و به ازا

 منظـور  بـه  دی ـجد يهـا  هی ـدسته نما نی. از ااست  شده جادیا
در فــرم اســتاندارد و چــه  چــه کاســتهآمــوزش مــدل رتبــه

 اول حالـت  در بی ـترت نیبـد . است  شده استفاده شده اصلاح
 درصـد  65و در حالـت دوم  ) هی ـثان 1زمان کـل (  درصد 73

 بکـار  کاسـته  رتبـه  مـدل  دقـت  شیمـا آز منظـور  بهزمان کل 
 نـد یدر فرآ یزمـان  يهـا  بـازه  نی ـاسـت ا  روشنخواهد رفت. 

دقت مدل رتبه تواند یم یخوب بهآموزش مدل لحاظ نشده و 
 .دهد نشان را موردنظر دانیم يها داده ینیب شیپ در کاسته

 منظور بهاستاندارد  کاستهرتبه مدل جینتاارائه  بهابتدا  در
مسـئله مـوردنظر    کینامید ینیب شیعملکرد آن در پ یبررس

 پاسـخ  یزمـان  راتیی ـتغمنظـور   نی. بـد خواهد شـد  پرداخته
 مـدل و  قیحاصل از حل دق =75/0xنقطه  در برگرز معادله

کـه دسـته    یطیشـرا  در ،)نشده اصلاح( استانداردکاسته  رتبه
 يآموزش مدل بکار رفتـه و بـه ازا   يعضو برا 27با  يا هینما

 طور همان. اند شده سهیمقا 4مختلف در شکل  نولدزیاعداد ر
دقـت مـدل    شـود  یم ـ دهی ـشـده د  داده شینمـا  جیکه در نتا

بـه   میمسـتق  يحـل عـدد   يها با داده سهیکاسته در مقا رتبه
 کی ـنامید یخـوب  بـه و  افتهیبالاتر کاهش  نولدزیاعداد ر يازا

 ـا. نکـرده اسـت   ینیب شیحاکم بر مسئله را پ موضـوع بـا    نی
 نولـدز یشـده و مـدل در اعـداد ر    دیدر زمان تشـد  يرو شیپ

 یخـارج از بـازه زمـان    يهـا  در زمان 5000و  2000، 1000
 ریمتفاوت از مقـاد  اریبس ییها کاسته، داده آموزش مدل رتبه
 ،5شـکل   در. دهـد  یم ـ جهیرا نت قیدق يحاصل از حل عدد

حاصـل از   جینتـا  ،4مشـابه شـکل    تیدر موقع يانقطه يبرا
 بـا  کـه  )نشده اصلاح( استاندارد کاسته تبهر  و مدل قیحل دق
 يبرا ،شده داده آموزش عضو 35 با يا هینما دسته از استفاده
انـــد.  شـــده  ســـهیمقا 5000و  2000، 1000، 100اعـــداد 

 نیا در شود یم دهیشده د داده شینما جیکه در نتا طور همان
حـل   يها با داده سهیکاسته در مقا مدل رتبه دقت زین طیشرا
 یزمان يها گام وبالاتر  نولدزیاعداد ر يبه ازا میمستق يعدد

حـاکم بـر    کی ـنامید یخوب به نتوانسته و افتهی کاهش شتریب

ــ ــیب شیمســئله را پ ــ يا ســهیمقا 6 در شــکل .کنــد ین  نیب
 يهـا  داده و شـده  اصلاح کاسته مدل رتبهحاصل از  يها داده

 27تنهـا   مورداسـتفاده  هی ـکه دسته نما یدر حالت قیحل دق
 نی ـا. اسـت   شـده را دارد، انجـام   یاصـل  هی ـنما 100از  هینما
 معـادل  یاصل هیدر دسته نما یگام زمان نیآخر يبرا سهیمقا

ــا زمــان  ــهصــورت گرفتــه و  ،(t=1s)ب دقــت مــدل  یخــوب ب
 ،1000مختلف،  نولدزیاعداد ر يبه ازا شده اصلاحکاسته  رتبه
 را قیــدق حــل يهــا داده بــا اسیــق در 5000، 2000، 100

 کاسته  رتبه مدل طیشرا نیا در است روشن. دهد یم شینما
. است  شدهگرفته  بکاربازه بلند در  یزمان يریگ انتگرال يبرا
حاصـل از مـدل    يهـا  داده نیب ـ يا سـه یمقا زی ـن 7شکل  در

 ةبـاز  در میمستق يعدد يسازهیشب و شده اصلاحکاسته  رتبه
گرفتـه  انجـام   مختلـف  نولـدز یچهار عدد ر يبلند، برا یزمان

 کاسـته   رتبه دلآموزش م يبرا هینما 35 مدل نیا در .است
گام  نیدر آخر سهیمقا زین طیشرا نیا در .است  شدهاستفاده 

) انجام گرفته و مشـخص  یاصل  هی(مربوط به دسته نما یزمان
مـوردنظر   دانی ـم يها داده ینیب شیاست که دقت مدل در پ

آمــوزش مـدل بکــار رفتــه،   يکــه بـرا  یزمـان   خـارج از بــازه 
 معادلـه  پاسـخ  یزمـان  راتییتغ نیهمچن. باشد یم قبول قابل

 يسـاز  مـدل و  قیحاصل از حل دق =75/0xنقطه  در برگرز
 27بـا   يا هیکه دسته نما یطیشرا در شده، اصلاحکاسته  رتبه

 نولـدز یاعـداد ر  يآموزش مدل بکار رفته و بـه ازا  يعضو برا
 يبـرا  ،9شـکل   در. انـد  شـده  سـه یمقا ،8مختلف در شـکل  

حاصـل از حـل    جینتـا  ،8مشابه شـکل   تیدر موقع يا نقطه
 از اسـتفاده  بـا  کـه  يا شـده  اصـلاح  کاسـته  تبهر  و مدل قیدق

اعـداد   يعضو آموزش داده شـده و بـرا   35 با يا هینما  دسته
 شینمـا  جیاند. نتا شده  سهیمقا 5000و  2000، 1000، 100

 گــر،ید جیمشــابه نتــا زیــن 9و  8 يهــا داده شــده در شــکل
 رفتار ینیب شیپ در شده اصلاح کاسته رتبهدقت مدل  یخوب به
 از شیب ـ یزمـان  يهـا  بـازه  در و مـوردنظر  مسـئله  یکینامید

 رفته استبکار  کاستهرتبه مدل آموزش يبرا که يا محدوده
 .کند یرا اثبات م
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تمام بازه  ي(مدل به ازا ،شده کاسته اصلاح رتبه  و مدل میمستق يعدد يساز هیحاصل از شب t =1s رپاسخ معادله برگرز د سهیمقا). 2( شکل
 5000) د و ،2000)ج، 1000)ب ،100)الف نولدزیاعداد ر يآموزش داده شده) برا یزمان

  
 )ب( (الف)

  
 (د) (ج)

  
 (ب) (الف)

  
 (د) (ج)

در اعداد  شده، کاسته اصلاح رتبه  مدلو  میمستق يعدد يساز هیشب از حاصل ،=75/0xبرگرز در نقطه  عادلۀم پاسخ سهیمقا .)3( شکل
 5000) دو  2000) ج، 1000) ب، 100) الف نولدزیر
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 (ب) (الف)

  
 (د) (ج)

 ،)نشده کاسته استاندارد (اصلاح رتبه  مدل و میمستق يعدد يساز هیحاصل از شب =75/0xبرگرز در نقطه  عادلۀم پاسخ سهیمقا .)4( شکل
 5000) د و ،2000)ج، 1000)ب ،100)الف نولدزیاعداد ر يآموزش داده شده) به ازا یزمان بازه 27% ي(مدل به ازا

  
 (ب) (الف)

  
 (د) (ج)

کاسته استاندارد  رتبه  و مدل میمستق  يعدد يساز هی= حاصل از شب75/0xپاسخ معادلۀ برگرز در نقطه  سهی. مقا)5شکل (
 500، و2000، ج) 1000، ب) 100الف)  نولدزیاعداد ر يداده شده)، به ازا آموزش یبازه زمان 35% ينشده)، (مدل به ازا (اصلاح
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 (ب) (الف)

  
 (د) )ج(

 (مدل ،شده کاسته اصلاح رتبه  مدلو  میمستق يعدد يساز هیحاصل از شب ،t = 1s ربرگرز د ۀمعادل پاسخ سهیمقا .)7( شکل
 5000) د و ،2000)ج ،1000)ب ،100)الف نولدزیاعداد ر يآموزش داده شده) به ازا یبازه زمان 35% يازا به

  

  
 (د) (ج)

(مدل به  ،شده کاسته اصلاح رتبه  مدلو  میمستق يعدد يساز هیحاصل از شب ،t = 1s ربرگرز د معادلۀ پاسخ سهیمقا). 6( شکل
 5000) د و ،2000)ج ،1000)ب ،100) الف نولدزیاعداد ر يآموزش داده شده) به ازا یزمان بازه کل 27% يازا
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 (ب) (الف)

  
 (د) (ج)

به  شده، (مدل کاسته اصلاح رتبه  مدلو  میمستق يعدد يساز هیحاصل از شب =75/0xبرگرز در نقطه  عادلۀم پاسخ سهیمقا .)8( شکل
 5000) دو  ،2000) ج، 1000) ب، 100) الف نولدزیاعداد ر يآموزش داده شده)، به ازا یبازه زمان 27% يازا

  
 (ب) (الف)

  
 (د) (ج)

 يشده، (مدل به ازا کاسته اصلاح رتبه  مدلو  میمستق يعدد يساز هیحاصل از شب =75/0xبرگرز در نقطه  معادلۀ پاسخ سهیمقا ).9( شکل
 5000) دو  ،2000) ج، 1000) ب، 100) الف نولدزیاعداد ر يآموزش داده شده)، به ازا یبازه زمان %35
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 يگیر نتیجه -8

 هیتجز بر یمبتنکاسته  رتبه يالگو کیتوسعه  به مقاله نیا در
 و ییجابجـا -معـادلات نفـوذ   يسـاز مـدل  يبرا یکیمناید مود

، بـا  کـرد یرو نی ـ. در ااسـت   شـده  پرداخته آن يداریپا اصلاح
آن، بـه   ودی ـو کاستن از ق ستمیس یاصل يها یژگیاستخراج و

 يهـا  یژگیکه همچنان و شده افتهی دست کمتر ابعاد با یمدل
 دهنـد  یحاصل نشان م جینتا. باشد یدارا م زیرا ن یمعادله اصل

شـده و   يداری ـدچار ناپا نولدزیعدد ر شیمدل با افزا رفتارکه 
. داب ـییم ـ کـاهش سیسـتم   کینامید ینیب شیآن در پ تیقابل
مشـابه بـا    يکـرد یکاسته از رو مدل رتبه يدارسازیپا منظور به

ــهمفهــوم لزجــت  ــا آنچــه  مشــابه يا گرداب  يســازمــدل درب
 يهـا  گردابـه  يسـاز  هیشب کردیرو ژهیو بهآشفته و  يها انیجر

 اضـافه شـدن  کـار بـا    نی. ابرده استبهره  رود، یبکار م بزرگ
 اسـته ک و ثابت مدل رتبـه  یخط يها به عبارت دیجد ییها ترم

شـده هـم    که مدل اصلاح دنده یم نشان جینتا. ردیگ یم انجام
 یبلند دقت قابل قبـول  یکوتاه و هم در بازه زمان یدر بازه زمان

 نی ـدر توسعه ا ازآنجاکهدارد.  قیدق حلاز  حاصل يها با داده
آمـوزش   يهـا بـرا   داده سیکاسته از ماتر رتبه يها فرم از مدل

مـدل در   ییسـنجش توانـا   جـه یدر نت شـود  یمدل استفاده م
خـارج از محـدودة    یزمان يها رفتار سیستم در بازه ینیب شیپ

 تیحائر اهم اریاند، بس شده دیآموزش تول يها هیکه نما یزمان
دقـت   کاسته،رتبه مدل در اصلاح عبارات يریکارگ بهاست. با 
 زی ـبلنـد ن  یزمـان  يهـا  رفتار سیستم در بازه ینیب شیآن در پ

 اسـت  آن از یحـاک  هـا  یبررس تینها در .است داریهمچنان پا
 زیــســرعت محاســبات، دقــت مــدل ن شیبــا وجــود افــزا کــه
 .باشد یم قبول قابل
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